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Metode de rezolvare pentru o problema data la Evaluarea Nationala 2019
de George-Florin Serban, profesor Colegiul National Pedagogic,,D.P.Perpessicius”, Braila

Vom prezenta 6 metode de rezolvare pentru una dintre problemele date la Evaluarea Nationala
2019. Acest material prezintd metode specifice de rezolvare a problemelor de coliniaritate,la
nivel gimnazial. Enuntul acestei probleme este:

,» Fie ABCD un trapez isoscel cu AB||CD, CD = 1242m, AD = BC =24m si m(£BAD) = 45°.Fie

O este punctul de intersectie a diagonalelor trapezului ABCD , E punctul de intersectie a

dreptelor AD si BC si punctul P mijlocul laturii AB. Demonstrati cd punctele P,O si E sunt

coliniare.
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Metoda 1. Teorema:”Dintr-un punct exterior unei drepte se poate duce o singurd perpendiculara
pe acea dreaptd”. Aratam ca OP L ABsi EP L AB.Aplicand aceasta teorema,din punctul P pe
dreapta 4B se duce o singurad perpendiculard pe dreapta 4B, rezultand ca punctele P,O,F sunt
coliniare. Folosim proprietatea, Unghiurile de la bazd ale unui trapez isoscel sunt congruente”,
deci  m(£DAB)=m(£ABC) = 45". Triunghiul AEAB este isoscel deoarece are unghiurile de la
bazd  congruente, XEFAB = XEBA, [EP]este mediand, atunci [EP] indltime, deci EP 1 AB.

AAOB~ACOD,£:£ aplicdim proportiile derivate, 40 = BO , AO:BO.
oCc 0D AO+0OC BO+0OD AC BD

Folosim proprietatea:,,Intr-un trapez isoscel ~diagonalele sunt congruente”,deci AC = BDrezulta

AO = BO. Triunghiul AAOB este isoscel, [OP] este mediana, rezultd [OP] indltime deci
OP 1 AB.DinOP L AB si EP | ABrezulta ca punctele P,O si E sunt coliniare.
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Metoda 2. Demonstram ca dreptele EP, AC, BD sunt concurente in punctul O, folosind reciproca

Teoremei lui Ceva in triunghiul AEAB. Pentru inceput avem de calculat lungimile DE si CE.

AECD ~ AEAB, EP 2 EC _DC 4ot cos(£DAM) = cos45° = V2 _AM _ AM AM =124/2,
EA EB AB’ 2 4D 24

ED EC 1242 1

AB =2AM +CD =2-124/2 +124/2 =36+/2. Deci -
EA EB 3642 3

Aplicam proportii

derivate ED EC I ED_EC_ 1 ED EC l, deci ED=EC=12.
EA—ED EBEC 3-1"4D BC 224 24 2

ED AP B 12 AP 24 . . .o
Calculam produsul—~—-—c —-——-—=1,rezulta din reciproca Teoremei lui Ceva ca

AD BP EC 24 AP 12

dreptele EP, AC, BD sunt concurente n punctul O,deci punctele P,O si E sunt coliniare.
Metoda 3. Demonstram ca coliniaritatea folosind reciproca Teoremei lui Menelaos, in

triunghiul AABC.Se calculeaza produsul£ BE O
BP CE AO’

Aplicam Teorema Fundamentald a Asemanarii, AAOB ~ ACOD, % = %’ AECD ~ AEAB,

EB _AB _ AP BE co A—P-A—B-C—D—l, Din reciproca Teoremei lui Menelaos, in

= =
EC CD BP CE AO AP CD AB

triunghiul ABC, punctele P,O si E sunt coliniare.

Metoda 4. Prin aceastd metodda se va demonstra coliniaritatea aritdnd ca unghiul XEOP este
alungit,adica m(£EOP)=180°.

Triunghiul AAEB este isoscel,deoarece m(£EAB)=m(£EBA)=45", se foloseste proprietatea
,Unghiurile de la bazd ale wunui trapez isoscel sunt congruente”, deci
m(LAEB) =180° —m(£EAB) —m(£EBA) =180° —45° —45° =90°. in triunghiul AEAB isoscel,
[EP] este mediana rezulta  [EP] este bisectoare si inaltime,deci
m(£EPB) =90", m(£AEP) = m(£BEP) =90° : 2 = 45°,

Din AB| CD = m(£ECD)=m(£EBA)=45" (corespondente), m(LEDC)=m(£EAB)=45°
(corespondente). m(LEOP)=m(£LEOC)+m(£COB)+ m(£BOP). Se exprimd masura fiecarui
unghi. m(£LEOC)=180" —m(LCEO) - m(£ECO)=180" —45° - m(£ECD) - m(£DCO),
m(LEOC)=135"—45" —m(£DCO) =90° — m(£DCO),m(£LCOB) =180° —m(£LOCB) —m(LOBC)

si m(£LBOP)=90" —m(£OBA).In final se inlocuiesc cele 3 masuri de unghiuri in formula de



mai sus si obtinemm(£EOP) = m(LEOC)+m(£COB)+m(£LBOP), m(£EOP) =90" — m(£DCO)+

+180° — m(£LOCB) —m(£OBC)+90° —m(LOBA),

m(£EOP) =360" —(m(£DCO) +m(£LOCB)) - (m(£LOBC) +m(£OBA)) =360° — (m(£DCB) +
+m(£ABC)),dar m(£DCB)+m(£ABC) =180°, sunt unghiuri interne de aceeasi parte a secantei,
AB||CD, deci m(£EOP)=360"-180" =180° rezultd cd punctele P,O si E sunt coliniare.
Metoda 5. Folosim Postulatul lui Eucid:,,Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o
singura paraleld la acea dreaptd”. Ardtdm in continuare ca OP || DM si EP || DM si din Postulatul
lui Eucid rezulta ca prin punctul P se duce o singura paralela la dreapta DM, de unde rezulta ca

punctele P,O si E sunt coliniare. Demonstram ca OP || DM , folosind Reciproca Teoremei lui

BO _ BP

Thales 1in triunghiul ABDM, oD - P din Teorema Fundamentala a Asemanarii,
A40B ~ acop, 2B _ E,COS(ACDAM) =cos45° = V2 _Am AM v =1242,
CD OD 2 AD 24
AB=2AM +CD =2-1242 +1242 =363/2, deci @zﬂzg, szﬁzﬂzlgﬁ,
122 oD 2
BP 18V2 BO _ BP

PM=AP—AM=%—12\/§=18x/§—12\/5=6\/§, deci 3, rezultéO—Dz—

PM 62 PM’
din Reciproca Teoremei lui Thales in triunghiul ABDM ,avem cd OP || DM . Triunghiul AEAB
este isoscel deoarece are unghiurile de la baza congruente(acestea sunt unghiurile de la baza ale
trapezului isoscel, care sunt congruente)adica m(XEAB) = m(XEBA)=45° rezultd

m(LAEB) =180° — m(£LEAB)—m(£EBA) =180° —45° —45° =90°. In triunghiul isoscel AAEB,

0
m(£AEB) _ 9;) ~ 45, dar

[EP] este mediand, rezultd [EP] bisectoare,adica m(X£AEP) =

m(LADM ) =90° — m(£LDAM ) =90° —45° = 45°. Am obtinut cd m(LADM)=m(LAEP)= 45",
(unghiuri corespondente),rezultad EP || DM .
Din EP || DM s1OP || DM din Postulatul lui Eucid rezulta ca punctele P, O si E sunt coliniare.

Metoda 6. Demonstram coliniaritatea folosind:” Reciproca unghiurilor opuse la varf”. Pentru

aceasta, vom ardta cd m(£EOD)=m(£BOP). Triunghiul AEAB este isoscel deoarece are
unghiurile de la baza congruente (acestea sunt unghiurile de la baza ale trapezului isoscel,care

sunt  congruente)adici m(XEAB)=m(XEBA)=45", [EP] este mediani rezulti [EP] este



m(£AEB) _90°
2 2

bisectoare si inaltime, adicd m(£AEP)= =45, m(XECD)=m(£EBA) = 45"

(corespondente), m(LEDC) = m(£EAB) = 45° (corespondente).

Calculam

m(LEOD) =180" — m(£DEO) —m(£ODE) =180° —45° — m(£EDC) —m(£0ODC) =135° —45° —
~m(£0DC),m(£LEOD) =90° —m(£0ODC) = 90° —m(£L0BA), deoarece m(£ODC) =m(£OBA),
(alterne interne).lar m(£BOP)=90" — m(£LOBP) =90" — m(£OBA) = m(LEOD).S-a aritat ci
m(£XEOD) =m(£BOP), dar deoarece punctele B,0.D sunt coliniare, rezultd din “Reciproca

teoremei unghiurilor opuse la varf” cd punctele P,O si E sunt coliniare.
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Teorema lui Routh si cateva aplicatii
de Neculai Stanciu, Buzau

BA CB _ AC'

1. Fie triunghiul ABC, A' € (BC),B' € (CA),C' €(AB),x = V= ,Z= . Atunci
A'C B'A C'B
[A'B'C'] = Xzt .[4BC], unde [ABC] = aria(aABC).
(x+D(y+D(z+1)
, ax , by ,  cz , a , b , c
BA' = , CB'=——, AC'= , A'C= , BA=——, CB= ;
x+1 y+1 z+1 x+1 y+1 z+1
[A!B!C!]:[ABC]_[A!Bcr]_[A!CB!]_[B!ACy]:[ABC]_AB’CB'SlnB_AC'Bz(j‘slnc_
_B’A-C’A-sinA_[ABC]_ acx-sinB  aby-sinC  bcz-sind
2 2x+1)(z+1) 2(x+D)(y+1) 2(y+D(z+1)
—[4BC1o— Y  Z - w2l B
(x+D(z+1) (x+D(y+D) (+D)(z+1) ) (x+D(y+D(z+1)
BA' CB' AC'
2. Fie triunghiul ABC,4'€(BC),B'e(C4) , Ce(dB),x=——,y=——,2=—-.
A'C B'A C'B
AA'NBB' ={4"} , BB'NCC'={B"} , cCC'N44'={c"} . Atunci:

(xz—1)°

[A”B"C”] —
(xy+x+D(yz+y+D)(zx+z+1)

-[ABC], unde [4ABC]= aria(AABC).




BA!= ax ’CB!: by AC, cz ,A’Cz a B’A_L CB_ ¢ R
x+1 y+l’ z+1 x+1’ y+l z+1
[ABA”]_AA (4B =L BL gL B
44" BC A4 (x+Da

Aplicand teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA4'C cu transversala B— A" —B', rezulta

AB' CB A'A" 1 x+1 A4 AA"  xy  _AA" x+]
=1 =1 =2 22

: : =lo =l = = ;
B'C BA" A"A y x A'A A4 x+1  AA" xy+x+1

(ABA" =L pe1—— % [4BC):
xy+x+1 (x+1a xy+x+1
Analog: [BCB”]:L-[ABC]; [CAC”]—— [ABC]
vz+y+l1 zx+z+1
" " " " (XyZ—1)2
[A"B"C"|=[ABC]—-[ABA"]-[BCB"]-[CAC"] = -[ABC].

(xy+x+D)(yz+y+D)(zx+z+1)

Aplicatia 1. Fie AABC, A',A" € (BC), B',B" €(CA), C',C" e (4B), AA'NBB'NCC' = {P},
AA"ﬂBB"ﬂCC"={Q}, xf:ﬂ’ (_CB I:AC ’xll BA II_CB "_AC _ Daci
A'C B'A’ C'B A"C B'A’ C"B
[ABC| BA CB AC
[ ”B”C”] BA” CB” AC" '

notam cu [XYZ] aria triunghiului XYZ, atunci sa se demonstrez ca:

Solutie: Avem: BA' = CB' = by AC' = AC=—2 py-b  cp-_° .
x'+1° y+1 Z+1 x'+1 y'+1 z'+1
n a‘x " n by n Z ! " a n b " C
BA" = L CB" =2 4c"= L A"C = . B"A= . C"B= :
X" +1 Yl 2"+ 1 X 41 Y 2"+ 1

BA'" X'(x"+1) CB' _y'(y'+1) AC' _Z'(z"+1)

BA" X"(x'+1)’CB" y'(y'+1) AC" Z"(Z+1)"
Din teorema lui Routh obtinem

xyZ +1 [ABC],[A”B”C”]: xyZ +1

BC].
X'+ DO+ D(Z"+1) x"+DO"+D(E"+1)

[A'B'C']=

Din teorema lui Ceva avem x'y’z" =x"y"z" =1. Deci [ABC] _ (" +D& + D+
[A7B'C"] (X + D) + 1)z +1)




BA' CB' AC' _X(x"+1) y'("+1) Z(Z"+]) _("+DO"+D("+1)

BA" CB" AC" X"(x'+1) y"(y'+1) z'(z'+1) (x'+1)(y’+1)(z'+1)'

[4BC'| _BA CB AC
[ANB”C"] BA" CB” AC" *

Asadar,

Aplicatia 2. Fie triunghiul ABC , A'€(BC), B'€(CA), C' €(AB) astfel incat BA'= A'C,
CB'=2A4B'si C'4=3BC'. Daca AA'(\BB'={4"}, BB'NCC' ={B"},

!/ ! 14 . ~ AA’B’C’
CC'N 44" ={C"}, atunci si se calculeze
A pgrer
Solutie: Notamx = B4 =lLy= €8 =2,z= AC = 3. Din teorema lui Routh avem
A'C B'A C'B
xyz+1 . (xyz—1)°
Appe = Ape St Appe = “Aype-
(x+D)(y+1)(z+1) (xy+x+D)(yz+y+1)(zx+z+1)
A 7 . 25 A 147
In cazul nostru 4 5. =2—-AABC $1.A g =m'AABc- Deci ﬁ =50
.. ) BA' CB’ AC'
Aplicatia 3. Fie triunghiul ABC , A" € (BC),B' €(CA),C' € (AB)cu x = V= ,Z = )
plicat g (BC) (C4) ()XA'CyB'AZC’B
2

. A,
Dacd AA'(V\BB'(\CC'= {P}, atunci sd se demonstreze cd —4£<€ = )
Ape xy+yz+zx+x+y+z+2

xyz+1
(x+D(y+D(z+1)

Solutie: Din teorema lui Routh avem 4 45 = ~Aypc, (1).

Din teorema lui Ceva avem xyz =1, (2). Din (1) si (2) rezultd concluzia.



Inegalitatea triunghiului —aplicatii in probleme de olimpiada

Tilincd Daniela si Mihaild Adriana, profesori, Briila

Teorema: Trei numere a,b,c pot fi laturile unui triunghi dacd a,b,c>0 si

|b-c|<a<b+c; <b<a+c; <c<a+bh.
APLICATII
1) Daca a,b,c sunt laturile unui triunghi atunci are loc relatia
3o bwe ate | a¥b 3 ONM—2016-clasa a-Vili-a)
2 b+c+2a a+c+2b a+b+2c 3

Solutie:

Inegalitatea intra in categoria inegalitatilor conditionate , numerele a, b, c fiind laturile

unui triunghi, sunt pozitive si verifica inegalitatea triunghiului , adicd a <b+c,b<c+a,c<a+b

inprimaparteinlocuindb+c+2a:m;a+c+2b:n;a+b+2c:p:>a:3m_#;
b:3n—m—p;cz3p—n—m
4 4
3 n+p-m m+p n+m+n Py -
2 2m 2n 2p
( j ( p]+(£+£}26adevaratédeoarecepentrua,b>0:>g+222.
p m p n b a
a<b+c ©3a+3b+3c>4a+2b+2c = 2 < ! = 4a < 2a
3(a+b+c) 2a+b+c 3(a+b+c) 2a+b+c
4a __b+c | 4b at+c 4c a+b

—< ;analog———— < 1— ; <1-
3(a+b+c) 2a+b+c 3(a+b+c) 2b+a+c 3(a+b+c) 2c+a+b
b+c a+c a+b

adunand inegalitatile obtinem 4 <3—(
b+c+2a a+c+2b a+b+2c

b+c a+c a+b 5

+ + :
b+c+2a a+c+2b a+b+2¢ 3




2) Daca a, b, c sunt laturile unui triunghi atunci are loc dubla inegalitate

ab+ac+bc<a*+b*+c* <2ab+2ac+2bc.

Solutie:

Prima parte este o inegalitate cunoscuti care prin inmultirea cu 2 devine (a-b)*>+(b—c)* +(a-c)* >0

Pentru partea a doua folosim inegalitatea tringhiului sub forma |b - c| <a

a-c|<b;

b- a| <c, care
prin ridicare la patrat devine(b—c)* < a’;(a—c)’ <b*;(a—b)* <c’ si adunate parte cu parte, deci

a’ +b* +c* <2ab+2ac+2be.

3) Daca a, b, c sunt laturile unui triunghi atunci are loc inegalitatea

a(b-c)’ +b(c—a)* +c(a—b)* +4abc > a’ +b’ + ¢’ (concurs Ungaria)
Solutie:
Inegalitatea se poate deconditiona astfel: a, b, c sunt lungimile laturilor unui triunghi

daca si numai daca exista trei numere pozitive x, y, z astfel incat s avema=y+z,b=z+x,c=x+y

si inlocuind 1n inegalitate obtinem neconditionata

V+2) -2 +(z+x)(z=x) +(x+P)(x =) +4x+ V) x+2)y+2)>(y+z) +(x+2) + (¥ +x)°
< 8xyz>0

4) Aratati ca 1n orice triunghi ABC are loc inegalitatea

a b c

1 L . C
5 +— +— < —, unde p = semiperimetrul triunghiului
p +ap+bc p +bp+ca p +cp+ba p

Solutie:

Folosim inegalitatea triunghiului sub forma |b - c| <a

a-c|<b;

b-a|<c

si prin ridicare la patrat = (b—c)* <a’;(a—c)> <b’;(a—b)> <> = (b+c)* —a’ <4bc =

(p—a)<bc= p*> <ap+bc=> ! < ! = a <2 . analo
PP P P p2+ap+bc 2p2 p2+ap+bc 2p2’ 8
b b c c a b c <l

2 < 2; 2 < 2:> 2 + 2 + 2
p +bp+ca 2p° p +bp+ca 2p p - +ap+bc p +bp+ca p +cp+ba p

5) Daca a, b, c sunt laturile unui triunghi atunci are loc inegalitatea
a’b(a—b)+b*c(b—c)+c’a(c—a)>0 (OIM)

Solutie:



Inegalitatea se poate deconditiona astfel: a, b, c sunt lungimile laturilor unui triunghi
daca si numai daca exista trei numere pozitive x, y, z astfel incat s avema = y+z,b=z+x,c=x+y

inlocuind 1n inegalitate obtinem neconditionata

(r+2)(z+0)(r =0+ + ) (x+ Pz =)+ (x+ ) (Y +2)(x—2) 2 0=
2 2 2
Xy +yzd 4z’ 2 X yz+ yixz+ 2y fxyz = L2 4 sxy v+ z si folosind inegalitatea
z x 0y

2 2 2 2
y_+z_+ m ;a,b,c > 0(CBS') obtinem RS +x—2m=x+y+2~
a b ¢ a+b+c z X y X+y+z

6) Daca a,b,c,d sunt laturile unui patrulater atunci are loc inegalitatea
(a+b+c-d)b+c+d-a)c+d+a-b)(d+a+b-c)<(a+b)(b+c)c+d)d+a).

Solutie:

Daca a,b,c,d sunt laturile unui patrulater atunci a, b, c,d >0 si suma oricaror trei dintre ele
este mai mare decat al patrulea . Deconditionam inegalitatea folosind substitutiile

x=b+c+d-a;y=c+d+a-b;z=d+a+b-c;t=a+b+c-d=>x,y,2,t >0=

:y+z+t-x b:x+z+t—yc:y+x+t-z t:y+z+x-t xyztgz+t.x+t.y+x.z+y
4 4 4 4 2 2 2 2

. z+t . 5
care se sparge in Jzr <= 5 1/ <27y y A XY <XV oy egalitate daca

x=y=z=t=>a=b=c=d.

Folosind metodele mentionate mai sus rezolvati exercitiile:

1) Daca a, b, c sunt laturile unui triunghi atunci are loc inegalitatea

2 a b c
‘< + + <.

3 b+c+2a a+c+2b a+b+2c
2) Daci a,b, ¢ sunt laturile unui triunghi atunci are loc inegalitatea (a + b +c)* < 4(ab +bc + ca)

3) Aratati ca dacd a,b, c sunt laturile unui triunghi atunci are loc inegalitatea

(p-a)(p-b)(p-c) < abe unde p este semiperimetrul triunghiului.
abc (a+b)b+c)c+a)
Bibliografie:

1) ”Va place matematica”-Traian Cohal —editura Moldova
2) “Inegalitati-idei si metode”Mihai Onucu Drimbe-editura Gil
3) “Olimpiadele nationale ale Romaniei si Republicii Moldova” -Artur Bélauca-editura Taida.
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Teorema lui Wilson

Carmen si Viorel Botea, Brdila

Lema. Daca p este un numar prim, atunci x* = l(mod p) dacd si numai daca x = il(mod p) .

Demonstratie. Fie p un numar  prim. Daci x’= l(mod p) , adica
¥ -1= (x—l)(x+1) = O(modp) , atunci, avand in vedere ca p este prim, fie p|x—1, fie p|x+1 .

Asadar, x = il(mod p) .

Corolar. Daca p este un numdr prim, atunci, pentru orice numar natural a din intervalul
[2, p— 2] , inversul sdu multiplicativ modulo p este cuprins tot intre 2 si p —2 si este diferit de a.

Teorema lui Wilson. Un numar natural p>1 este prim dacd si numai daca
(p—l)!z—l(modp).
Demonstratie. Fie p >1 un numar natural.

Daca p este compus, atunci p sigur se poate scrie ca produsul a doud numere a si b, unde
2<a< \/; <b < p-2. Distingem doua cazuri.
Daca a#b, atunci atdt a cat si b apar in lista 2,3,...,p—2, de unde ab‘(p—l)! , adica
(p—1)!=0(mod p)#—1(mod p). In schimb, dacd a =b=/p , atunci avem alte doud cazuri.

Daci p=4, obtinem (p—1)!=6%-1(mod p). Daci p>4, atunci a >2, asa ci 2a<a’=p.

Prin urmare, atdt a cat si 2a se regisesc in lista 2,3,...p—1. Deci, a’ ‘(p—l)! , adica
(p—1)!=0(mod p) = —1(mod p).
Dacd p este prim, avem doud cazuri. Dacda p=2, atunci ( p—l)!zlz—l(mod p). Altfel,

numarul de elemente din lista 2,3, ..., p—2 este par. Deci, conform corolarului de mai sus, putem

grupa aceste elemente in (p—1)/2 perechi de numere (a,b), cu proprietatea cd ab=1(mod p).

Prin urmare, (p—l)!Ep—lE—l(modp).

Asadar, (p—1)!=-1(mod p) daca si numai dacd p este numar p

11



APLICATII

1. Fie p un numar intreg impar prim, mai mare decat 1. Demonstrati ca:

123257 (p-2)" =(=1)"" (mod p).

Solutie:

Aplicand teorema lui Wilson, avem ( D 1) = —l(mod p) , unde p este un numar impar prim. De
asemenea, avem i =—(p—i)(mod p). Inmultind toate numerele impare pana la p—2, obtinem
1-3-...(p-2) E(—l)(p_l)/2 (p-1)(p-3)-..-2(mod p) . Inmultind relatia cu 1-3-...-(p-2),
obtinem: 1% -3%-...-(p —2)2 = (—1)(10_1)/2 (p-1)! (—1)(p+1)/2 (mod p).

(p-1)p
2

2. Fie p un numar prim si N:1+2+3+...+(p—1)= Demonstrati  ca:

(p-1)!=p-1(mod N).
Solutie:

Cum p este un numdr prim, aplicand teorema Iui Wilson, avem (p—1)!=—1(mod p). Existd un
numdr intreg m astfel incat: (*) (p—1)!=mp—1=(m—1)p+(p-1)

Din relatia (*) rezultd ca (m—1)p=(p—1)=(p—1)=(p—1)k, unde k =(p—2)\1 si
pl(p-1)k.

Cum cmmdc(p;(p—1))=1,rezulti cd plk. Fie k =np pentru care avem relatia:

(**) (m=1)p=(p—1)pn, deci (m—1)=n(p—1).Aplicand relatia (**) in relatia (*), obtinem:

(p—l)!=[n(p—1)+l]p—1=n(p—1)p+(p—1)=2n[(p—1)p/2]+p—1=2nN+p—1
Din relatia de mai sus rezultd ca (p—1)!=p—1(modN).

3. Determinati toate numerele pozitive intregi n cu proprietatea ca exista o permutare

a,d,,...,a, anumerelor 0,1,2,...,n—1, astfel incat resturile impartirii numerelor
a,,a,a,,...,a,4,...a, lan si fie distincte.

Solutie:

Cand n este un numar prim p, avem ¢, =1 si alte numere Intregi g; care satisfac relatia
0<a,<p-1 si ia,; =i+1(modp) pentru i=2,..,p . Rezultd cd atunci cand impartim

numerele a;,a,a,,...,aiay...a, la n obtinem resturile 1,2,...,p . De asemenea, din relatia
12



ia;,; =i+1(mod p) deducem ¢a a,,, —1 este inversul lui i. Deci, a;,a,,...,a, sunt distincte.

n
Atunci cand n=1 sau n =4, permutarile (0) , (1,3,2,0) satisfac conditia. Cand n > 4 este
compus, dacd n =p2, fie g=2p<n. Altfel, n=pqg cu 1< p<qg<n, astfel incat pq‘(n—l)!
Dacd permutarea cerutd existd, atunci relatiile a,=0 si @a,..a, ;=(n—1)!=0(modn) se
contrazic. De fapt, cand n > 4 este compus, n‘(n —1)! si 3= —Z(mod 4) , astfel Incat si reciproca

teoremei lui Wilson se verifica.

4. Fie numerele intregi n si ¢ care indeplinesc conditiile n>5 si n>¢>2. Demonstrati ca
[(n—1)V q] este divizibil cu g 1.

Solutie:

(1) Daca n > g, atunci (g —1)g|(n—1)! si rezultd ca (q—1)[[(n-1)¥ q].

(2) Daca ¢ =n si q este numér compus, atunci [ (n—1)V/ g |=(n-1)Vn.Cu
emmde((n—1);n)=1si g—1=n~1 care divide (n—1)!, rezultd ca (¢—1)[(n—1)V/ ¢].

(3) Dacd g =n si g este numar prim, atunci rezulta din aplicarea teoremei lui Wilson ca
(n-1)!=-1(modn) < (n-1)+1=kn,keZ = [(n-1)V/q|=k-1si
(k=1)n=(n-1)41-n=k-1=((n—2)"1)(n—1)/n este numir intreg. Cum
cmmdc((n—=1);n) =1=>n|(n—2)!-1. De aici rezulta ca [ (n—1)/ ¢ | =k -1 este multiplu de
n-1.

5. Fie polinomul P(x)=a,x" +a, x"" +...+ ax+ay, unde ay,a,...,a, sunt numere intregi, iar

a, >0 si n>2.Demonstrati cd existd numere intregi m astfel incat P(m !) este numar compus.
Solutie:

(1) Dacd ay =0, atunci m!|P(m!), de unde rezultd cd P(m!) este numdr compus.

(2) Fie S(x)=agx" +@x"" +...+a, si presupunem ci a, # 0. Din teorema lui Wilson, pentru

orice numar prim p si orice numar intreg par k < p, avem:
(k—l)!(p—k)!z(—l)k_l(p—k)!(p—k+1)(p—k+2)(p—1):—(p—l)!El(modp)
Deci, avem (p—1)!=-1(mod p) si ((k—1)!)" P((p—k)!)=S((k-1)!)(mod p). Rezultd ca

13



p‘P((p ~k)!) daca si numai dacd p‘S ((k=1)!). Fie k >2a, +1. Rezultd c& u =(k—1)! a, este
numar intreg divizibil cu toate numerele Intregi prime mai mici decét .

6. Daca p si p+2 sunt concomitent numere prime, atunci spunem despre ele cd sunt numere
prime gemene. Ardtati ca dacé p si p+2 sunt prime gemene, atunci 4(p—1)+4+ p este divizibil
cu p ( p+ 2) .

Solutie:

Daci p §i p+2 sunt numere prime, atunci p > 2 astfel incat p si p+2 sunt numere impare. Din
teorema lui Wilson avem ci (p—1)!=-1(modp) si (p+1)!=-1(modp+2) si rezultd ca
4(p-1)l+4+ p=0(mod p) . De asemenea, 4( p—1)+4+ p=—p(p+1) p| (p+1)+1]=

=—p[(p+1)+2]=-p(mod p+2) < 4(p-1)H4+p=0(mod p+2) . Cum cmmdc(p,p+2)=1

avem 4(p—1)!+4+pEO(mOdp(p+2)).

7. Fie p un numdr prim mai mare sau egal decat 5, iar m, n numere intregi si relativ prime pentru

e s ..om 1
care se verifica relatia: —=—+—+...+

N TRt (p_1)2

. Demonstrati cd p este divizor al lui m, iar p2

este divizor al numarului

1 1
- 1+=—+...+— .
(p )(+2+ +p—1j

Solutie:
Daca numarul intreg & nu este divizibil cu p, atunci existd numere intregi a, b, astfel incat

ak +bp = cmmdc(k, p) =1. Spunem atunci despre a ca este inversul lui £ in mod p si vom scrie

echivalent numirul a sub forma a = k' . De aici rezulti ci avem:

((p—l)!)2%=j§—((plzzl)!) E(—1)2 (12 +2? +...+(p—1)2)5 (p—l)p6(2p—3) =0(mod p)

Cum cmmdc((p—l)!,p)=1,rezulté ca p|m.Fie S:(p—l)!(1+l+...+%]. Atunci

14



(p—l)!

z(p i)

Cum  cmmdc(p,2)=1 , rezultdi ca p divide S. Deoarece plm

(11 m
rezulta ca 25=(p—l)!2(_'+ j:p
1

: J= pT , unde 28, p,T sunt numere intregi.
i=1 P i=1

i(p—i) n

1=

—_

7= _IL(pp__ll?!]=(p—l)!ﬂ50(modp).

PROBLEME PROPUSE
1. Ce rest da numarul 77%7 .11'%1 1 impartirea cu 6 ?

2. Ce rest dd numarul 36> +21%! la impartirea cu 6 ?

3. Ce rest da numarul 97! la impartirea cu 101 ?

4. Care va fi restul Impartirii numarului 225! este Tmpartit la 227?
5. Cerest da numarul 2016!-2015! la impartirea cu 2017?

6. Care sunt ultimele doui cifre ale numarului 19*!-.9%2

7. Calculati restul impartirii numarului 68%.67%%1a 21.

8. Demonstrati cd ecuatia 2* + 7% =197 nu are solutii in multimea numerelor naturale.

9. Demonstrati ca ( p- 2)! =1mod p daca p este numar prim.

10. Demonstrati ca daca » este un numdr natural compus mai mare decat 4 atunci

(n - 1) = O(modn) daca p este numar prim.

e Bibliografie:
1. Titu Andreescu, Dorin Andrica — O introducere in studiul ecuatiilor diofantiene,
Ed.Gil,Zalau,2002
2. Artur Balauca, Ioan Ticalo — Algebra, Probleme semnificative pentru concursurile scolare,
Botosani, 1995

3. Ion Cucurezeanu — Probleme de aritmetica si teoria numerelor,

4. Laurentiu Panaitopol, Alexandru Gica — Probleme de aritmetica si teoria numerelor (idei si
metode de rezolvare), Ed. Gil, Zalau, 2006 [5]

5. Gazeta Matematica

6. Romanian Mathematical Competitions 2006 — 2011

15



g MINISTERUL EDUCATIEI

Colegiul National ,,Nicolae Balcescu”Braila

CONCURSUL INTERJUDETEAN “ MICII BALCESTI” -7.12.2023
ClasaalVa

1. Determinati numarul natural a din egalitatea:

[(792+51:17):15+39]: 23+ 6xa =100

%kk

Solutie:

[(792+51:17):15+39]:23+6xa =100 < (795:15+39):23+6xa =100 =
=(53+39):23+6xa=100=92:23+6xa=100=>4+6xa=100=6xa=96=>a=16

2. Andreea are 1n rucsacul de excursie 32 de bilute : unele sunt albe , unele rosii si altele verzi.
Cele mai putine sunt bilutele verzi. Bilutele albe sunt cu 3 mai multe decét cele verzi, iar cele rosii

sunt de 3 ori mai multe decat bilutele albe. Cate bilute rosii are Andreea ?

*h%

Solutie:
Voo
A. 3

it

3 3 3

R' | | | |

et |

32 de bilute
\ 32'—12 =20
! 20:5=4

Deci, valoarea fiecarui segment este 4, de unde rezulta ca Andreea are 3- (4+3) =21 bilute rosii.

3. Folositi operatiile +, - , . si : intre numerele de la 1 1a 9, in aceasta ordine, pentru a obtine 100.
%kk
Solutie:

O solutie poate fi: 123+45-67+8—-9=100.
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Colegiul National ,,Nicolae Balcescu”Braila

ClasaaVa

1. Un jucator de sah are la dispozitie 5 zile de pregatire pentru o competitie. El se antreneaza jucand
cel putin o partida pe zi, dar nu mai mult de 14 partide in total. Aratati ca exista cel putin 2 zile in

care joaca acelasi numar de partide. Justificati raspunsul.
*kd

Solutie: Daca numarul partidelor din cele 5 zile nu se repetd numéarul minim de partide este
1+24+3+4+5=15,15>14

deci, macar in 2 zile se joacd acelasi numar de partide

2. Aflati numerele naturale nenule # cu proprietatile: impartind » la 17 obtinem catul egal cu restul

impartirii lui » 1a 19 si impartind # la 19 obtinem catul egal cu restul impartirii lui n la 17.

L

Solutie:

n=17x+y, y<17 x=9 x=18
=>17x+y=19y+x=16x=18y =>8x =9y > 8sau .

n=19y+x, x<19 y= y=16

Deci solutiile sunt n=17-9+8 =161 si n=17-18+16=322.

3. Aflati numerele naturale de trei cifre, care impartite la 28 dau catul patrat perfect si restul cub

perfect.

E X
Solutie:

n=28-c"+k’=k’<28=k’=0;1;8;27.

Avem numere de 3 cifre, atunci: ¢ =4:9;16;25

n=28-4+0=112,n=28-4+1=113,n=28-44+8=120,n=28-4+27=139,n=28-9+0 =252,
n=28-9+1=253,n=28-9+8=260,n=28-9+27=279,n=28-16+0=448,n =28-16 +1= 449,
n=28-16+8=456,n=28-16+27=475,n=28-25+0=700,n=28-25+1=701,n =28-25+8 =708,
n=28-254+27="727.
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ClasaaVla

1. In interiorul unghiului <40C se ia punctul B, astfel incat
xA0C =50°,<«A0B =20°. Consideram (OM bisectoarea

XBOC si (ON bisectoarea <«A'OC, unde (OA’ este

B , semidreapta opusa lui (04 . Aflati masura unghiului <MON’,

! unde (ON' este semidreapta opusd lui(ON .

i Carmen si Viorel Botea, Bridila
\ N’

Solutie:mzw:B/O\CzA/O\C—A/O\B=50°—20°=30°,A/'O\C=180°—50°=130°

130°+30°

MON —80° = MON' =180°— MON =180°—80° = 100°.

2. Aflati toate numerele de forma abcd care verifica relatia abc+7-dbc+5-cad =2021.
George-Florin Serban, Brdila
Solutie. Scriem in baza 10, 100a +10b+ c+700d +70b + 7¢ + 500c + 50a + 5d = 2021,

150a +80b +508c + 705d =2021,a,c,d #0. Daca d >3 =2021> 2115 fals,decid e {1,2}.

Daca d =2, rezultal50a +80b ++508c = 611, fals deoarece 611 impar, 150a +80b + +508¢ par.
Daca d =1, rezultd150a +80b + 508¢c =1316,75a +40b + 254¢ = 658.

Daca ¢ > 3rezultd 658 > 762 fals, deci ¢ € {1,2}.

Daca ¢ =1, rezultd 75a + 40b = 404, fals deoarece (75a +40b):5 iar 40475.
Dacid ¢ =2 rezultd 75a +40b =150,8b =30—15a:5,rezultib:5, deci b € {0,5}.
Dacda b=5,10=—15a <0 fals.

Daca b =0= a =2 i obtinem singurul numar cu aceasta proprietate abcd =2021.

3. Considerdm m = 2023! sin=2""-1011!.
a) Aratati cam:n .

b) Aflati restul impartirii la 8 a numarului m:n.

Gabriel Daniilescu, Brdila
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Solutie: a)m =2023!1=1-2-3-4-5-6-...-2021-2022-2023 =2-4-6--...-2022-1-3-5-...-2021- 2023 =
=2-2--...-2:1:2:3-4-...-1011-1-3-5-7-...-2021-2023 = 2'""" -1011}-1-3-5-7-...-2021- 2023 =
%/_/

de 1011 ori
=n-p,undep=1-3-5-7-...-2021-: 2023 => m:n sim:n = p.
b) p=(1-3-5-7)-(9-11-13-15)-(17-19-21-23)-...-(2017-2019-2021-2023)

In fiecare parantezi avem un produs de 4 numere impare consecutive din M +1, M +3, M +5si
M, +7, deci cu produsul din M +1. Produsul celor 253 de paranteze toate din M, +1 ne di un

numar din M +1, deci restul impartirii la 8 a numarului p este 1.

Clasaa VIl a
1. Aratati ca nu existd numere naturale x, y care verifica relatia: 49" +81" =4.7".9".

Dimov Adela, Briila

Solutie: Cazul 1: Dacd x=0, atunci 1+81” =4-9”. Dar u(1+81y) =2 §iu(4~9y) €{4,6}, rezulta
egalitate imposibila.

Cazul 2: Daca y =0, atunci49" +1=4-7".

X par = u(49" +1)=2si u(4-7") e {6,4}

X impar =u (49‘ + 1) =0siu (4 : 7”) €{8,2}, rezulta egalitate imposibila.

Cazul 3: Daca x,y > 1, avem urmatoarele situatii:

X impar = u(49" +81") =0, iar u(4-7°-9")<{8,2}.

x par = u (49" +81") =2, iar u(4-7"-9") € {6,4} . Decix,y € @.

2. Determinati cifrele a,b,c,d stiind cé are loc egalitatea :

abcaf=(2a—b+c—af)8—(2a—b+c—a’)6

Simona Slobodeanu, Braila
Solutie. Fie x=2a—b+c—d , deoarece 1000 < x* — x® <9999 = 1000 < x° (x2 —1) <9999 .
Pentru x=0 si x=1avem x° (xz —1)=0 .Pentru x=2= 26(22 —1)<1000.

Pentru x=3:>36(32 —1) —5832=a=5b=8,c=3,d=2=2a—b+c—d =10+8-3-2 =3 adevarat.

Pentru x =4 = 4° (42 —1)=61440, Fals. in concluzie, x=3 si abcd =5832.
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3. Consideraim ABCD un paralelogram si AC nBD={0}.Construim patratele AOPQ si DOST
astfel incat Q si T de o parte si de alta a dreptei BD. Demonstrati ca daca punctele O, O, T sunt

coliniare atunci ABCD romb.

Daniela si Nicolae Stinica, Brdila

Solutie: Punctele Q, O, T sunt coliniare < <xQOT =180" < «x4A0D =90" = ABCD este romb.

Am utilizat <400 = <«<DOT =45".
Clasa a VIII a

1. Se da cubul [ ABCDA'B'C'D']. Fie N mijlocul segmentului [BC].

a) Aflati lungimea muchiei cubului, stiind cd aria triunghiului 4B'N este egala cu J6em® .

b) Calculati sinusul unghiului dintre dreptele 4'C" si AN .

Daniela Tilinca si Adriana Mihaila, Brdila

x5

a) Notam cu x muchia cubului . Obtinem AN = " B'N; BA=x+2. Triunghiul AB'N

isoscel. Fie NT indltimea triunghiul AB'N.

2 2 2
AN? = NT? + AT” :%:NTZ Jrz%:ﬂw2 =3%:NT=%:AriaAB,N =
N
4
b) Unghiul dintre dreptele 4'C' si AN este unghiul dintre AC si AN. Exprimand aria

AB'-NT
L2 U6
: J6

\/g:>x2=4:>x=2cm.

triunghiului AANC in doua moduri, obtinem sin (<J:CAN ) = ﬁ .

2. Aratati ca daca x e N, atunci numarul +/2x(2x + 7) este numar irational.

Dobranis Ciprian, Brdila
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Solutie: Presupunem ca
2 2
J2xQ2x+7) =k* ke N=4x* +14x =k’ <:>(2x)2+2-2x%+[%j :k2+?:>(2x+%) =

=k2+4749|-4c>(4x+7)2 =4k’ +49 < (4x+7+2k)(4x+7-2k)=49=4x+7-2keN

-
eN

st 4x+7 -2k <4x+7+2k.

4x+7-2k=1 9 C[4x+T7-2k=7 .
x=—, fals si =>x=0¢N", fals.

Avem cazurile =
Ax+7+2k=49 2 dx+T7+2k=17

3. Consideram tetraedrul ABCD si punctele £ si F situate pe muchia [BC], astfel ncat

BE =1cm,EF =3 cm, FC =8cm. Pe semidreptele (AE si (AF se iau punctele M, respectiv N cu

) AE AF 1
proprietatea ——=——=—.
EM FN 3
a) Demonstrati ca triunghiurile ABN si ACM au acelasi centru de greutate.

b) Determinati raportul ariilor triunghiurilor ABE si NCF .
c) Ardtati cd daca Psi O sunt mijloacele muchiilor[ BD]respectiv [CD], atunci dreapta MN este

paralela cu planul (APQ).

Gabriel Daniilescu, Brdila

Solutie:

A a)A_EZA_lebﬂzA_F:l:EF“MNSiEZL
EM FN 3 AM AN 4 MN 4

= MN =12¢m . Din BC||MNsi BC=MN =12cm rezulta

cd BCNM este paralelogram si daca notim BN NCM ={O},

rezultd cd O este mijlocul lui [BN] si al lui [CM ]|=[A40]

este mediand atat InaABN, cat si InaACM si cum centrul de

o 3y o2
greutate al unui triunghi se afld pe fiecare mediana la 3 de

o1 < <
varf si 3 de baza, rezultd cd centrele de greutate ale celor

doua triunghiuri coincid.
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1
AABE _ EBEd(A’BE) _ﬁ—l
Ayer l-CF-d(A,CF) C 8

b) 2 — Ape 1 1_ 1

1 Ay 83 24

AACF_5-,<1F-c1(C,A1~“)_AF_l
Avcr ;-NF-d(C,NF) NE 3

¢) [PQ]linie mijlocie in aDBC = PQ|| BC dar BC || MN = MN || PQ.
MN || PO

Avem{ PQ = (APQ) =MN ||(APQ).
MN & (A4PQ)
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OLIMPIADA DE MATEMATICA 2022-2023
ETAPA LOCALA

CLASA A V-A

SUBIECTUL 1

Determinati numarul natural abcd pentru care are loc relatia abed +2 cabc—2022=0.
Gazeta matematica nr.9/2022

Solutie:

abc-10+d +2-abc =2022 =12 -abc +d =2022. Observam ci 12 - abc se imparte la 6,
2022 se imparte la 6 = d se Imparte 6 = d =0 sau d =6.

Dacid =6 =>12-abc+6 =2022 = 12-abc = 2016 = abc = 2016 :12 = abc =168 = abcd =1686.
Daci d = 0= 12-abc = 2022, fals, deoarece 2022 nu se imparte la 12.
Deci abed =1686.

SUBIECTUL 2
Comparati numerele 4si B stiind ca 4=3"+2" si B=8"-7-8".
Daniela Stanica si Nicolae Stanica, Braila
Solutie:
Avem A=37+27>2% 427 =2"2+1)=2"-3 (1)
Dar B=2"-7-2" =2%(2*-7-2")=2"(16-14)=2"-2 (2)
Din (1) si (2) se obtineca 4> B.

SUBIECTUL 3
Aflati numerele naturale nenule n pentru care 2°"'-5" + 56 este patrat perfect.
Carmen §i Viorel Botea, Brdila
Solutie:
Pentru n=1= 2-5+56 = 66, nu este patrat perfect.
Pentru n=2=2"-5*+56=256=16".

Pentru n>3=2"".5" +56=2 (22"*4 5" 4 7) .



Dacai este patrat perfect a‘[unci(flz”’4 5"+ 7)32 ceea ce este fals deoarece 2n—4>2si 2°"*
este numdr par, deci2®"™*-5" +7 este numir imparrezultd 2° (22"’4 5" +7 )523 si /2, adica

nu este patrat perfect. Atunci »n = 2 este singura solutie.

SUBIECTUL 4
Determinati numdrul perechilor (X, ) de numere naturale care verificd relatia
35x+28y =1421.
Mihaela Giurca si Nicoleta Dincd, Brdila
Solutie:
7-5x+7-4y=7-203=7(5x+4y)=7-203= 5x+4y =203 Restul impartirii lui 203 la 4
este 3 deci x are forma 4k +3, k numar natural

= 5(4k+3)+4y=203=20k+15+4y =203 =20k +4y =188 = 4(5k + y) =188 = Sk + y = 47.
Se observa ca 0 <5k <47 = 0<k <9. Deci pentru fiecare din cele 10 valori ale lui £,

obtinem o valoare naturala a lui xrespectiv a lui y . Deci relatia este verificata pentru 10
perechi (x, y) de forma (4k +3,47-5k),unde k£ =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.
S=(23-4+17)+(23-5+17)+...+(23-42+17) =23(4+5+...+42)+17-39 = 23-897 + 663 = 21294,

CLASA A VI-A

SUBIECTUL 1

Determinati numerele prime a,b,c care verifica relatia:
17a” +136b+38c = 2023
Mihaela Balta, Briila
Solutie:
38c =2023-17a’ —136b=17(119—a’ —8b):17,(38,17) =1=>¢17 si ¢ numir prim rezulta
c=17=17a" +136b = 1377‘ :17 = a’ +8b =81, a numir impar

a=3=b=9(nuenumir prim);a=5=>b=7;a=7=b=4 (nu e numar prim).

SUBIECTUL 2

Demonstrati cd, daca a,b,c sunt numere naturale nenule si 2a+31b=29c¢, atunci
(a+b)(b+c)(c+a) este divizibil cu 1798.

Supliment Gazeta Matematica,2022



Solutie:

2a+31b=29c:>31(a+b)=29(a+c), (31,29)=1:> (a+b)§29§i (a+c)§31.
2a+31b=29c:>2(a+b)+29(b+c)=580:>29(b+c)§2:>(b+c)§2:>

(a+b)(b+c)(c+a)i(2-29-31).

SUBIECTUL 3
Fie A,B,C,D puncte coliniare, in aceastd ordine, iar M si N mijloacele
segmentelor AC si BC. Calculati lungimile segmentelor 4B si AD stiind ca sunt indeplinite
simultan conditiile: 5-4B+4-BC—-3-CD=29cm, 5-BC=6-CD si MN =2cm.
Mihaela Balti, Briila
Solutie:

MNZMC—NC=§—BTC=%=2:>AB=4cm,

4.BC-3-CD=9cm; 5-BC=6-CD:>BC=6C?D:>BC=6cm si CD=5cm

AD = AB+ BC+CD =15cm.

SUBIECTUL 4
Fie unghiurile <4O0Bsi «A40OC suplementare neadiacente (<AO0B<90°). Se

construiesc OD 1 04, [ODC Int(<):AOC ) si OE L OC (punctele E si B sunt de o parte si

de alta a dreptei OC).

a) Ardtati cd punctele M, O, N sunt coliniare, unde [OM este bisectoarea unghiului
«COD si [ON este bisectoarea unghiului <40E .
b) Aflati masura unghiului <4OB astfel incit ON L OB .
Mirela Mihaela Tarta, Brdila
Solutie:
a) <COD +<E0A=180°

<COD < COE + <EOA

<MON = <MOC +<COE +<EON = = <MON =180 = M,O,N

puncte coliniare.



b) <COD =<A0C —<DOA = <A0C —90° = 90° — < AOB, XEOA = <AOB + 90"

0
<BON = <AOB + < AON :M: <AOB =30".

CLASA A VII-A

SUBIECTUL 1

Consideram

A= + + oo + si
1-6 29 3-1

1 9 10 70
B=|—4| —+—+.......... — |-
\/7 (14 21 441} (

=] N

Solutie:

1 1 1 1 (1 1 1 1
A=—+—+———+...+ =—| —+——F+——F s + =
1-6 29 3-12 99-300 3(1-2 23 3.4 99-100)
111 1 1 1 1 j 99
=t —— e, =
3(1 2 3 4 99 100/ 300

1 (9 10 70) (1 1 1Y (1 (9 1) (10 1 70 1
B= [=4| =4+ —+ .. — || ==+ +— ==+ == |+ == [+ ———
\/7 (14 21 441} (2 3 63) \/7 (14 2] (21 3) (441 63]

B:\/l+l+ ............ l:\/l-63:3:A-B+L=2-3+L:1.
77 7 7 100 300 100
SUBIECTUL 2

Determinati cel mai mic numdr natural x pentru care \/ 2+ \/ 0+42+2++/x eN.

George Florin Serban, Braila,Gazeta Matematici nr 9/2022

Solutie:

JxeN=x=d, \/2+x/;eN:>2+a:b2:>\/0+\/2+\/2+\/_ =\/\/2+\/2+\/§ eN
rezultd 2+b=c" \/2+\/0+\/2+\/2+\/; eEN=2+c=d*24=d>2,

a,bc,deN,c=d>~2, b=c*-2=(d>-2)* =2, a=b>-2=[(d*-2)* -2 -2,

x=a’ ={[(d* -2)" -2] —2}°. Valoarea minimi a lui x se obtine pentru d = 2.



x={[(2-2)" -2 —2}2 =[(2* =2)> = 2> = (14> —2)> = 194> = 37636, x = 37636 valoarea

minima.

SUBIECTUL 3
Fie triunghiul 4ABC si M,N,P simetricele punctelor 4,B8,C fatd de centrul de greutate G al
triunghiului ABC. Aratati ca:

a) aABC=aMNP

D) Aue = A = Ayess = A

Adriana Mihaila, Braila

Solutie:
a) Fie R,S,T respectiv mijloacele segmentelor BC, AB, AC, G centru de greutate al
triunghiului ABC = BG =2GS = GS = SN si AS = SC = ANCG paralelogram atunci
AN =GC; AN ||GC; AG = NC,AG || NC
G centru de greutate triunghi ABC = AG=2GR = GR=RM si BR=RC = BGCM
paralelogram BM =GC;BM || GC; BG = MC,BG || MC
G centru de greutate triunghi AABC = CG =2GT = GT =TP si BT =TA= AGBP
paralelogram BP = GA; BP || GA; AP = BG,BG || AP= AN = BM; AN || BM = ANMB
paralelogram = AB=MN = AP =CM; AP||CM = APMC paralelogram
= AC = PM = CN = BP;CN || BP = BCNP paralelogram = BC = PN =aABC =aMNP,
(LLL).

1

b) Demonstram ca: A,,. = A,.3 = A =§AABC

In triunghiul ABC, AR mediand => A, = A 4. In triunghiul BGC,GR mediana

= Apor = Aepe = A6 = A,c0- Analog In triunghiul ABC,CT mediand = A4,., = Ay,

In triunghiul 4GB,GT mediana

1
= Ayor = Apgr => Aygc = Apoe = Asge = Aup = Apoc = E Aype

ANCG paralelogram= 4, = 4,,. = %A ; APBG paralelogram = A

ABC > ABP = AAGB = g Aypc-

1 1
BGCM paralelogram = Ay, = Ayge = EAABC = Ae = Aupp = Apeny =54

ABC
3



SUBIECTUL 4
Fie paralelogramul ABCD cu misura unghiului 4 < 90°, M si Q picioarele perpendicularelor
duse din 4 pe BC respectiv CD iar N si P picioarele perpendicularelor duse din C pe AB
respectiv pe AD.

a) Aratati ca MNPQ este dreptunghi .

b) Aratati ca dreptele MP, ON si AC sunt concurente.

Daniela Tilinca, Braila
Solutie:
ADPC = AAMB(1.U) = PC = AM ;<<PCD = <BAM ; DP = BM..
AQAD = ABCN(1.U)= CN = QA4;xQAD = <BCN;QD = BN =
APCN = AQAM (LUL) = OM = PN(1)
AQDP = AMBN = QP = MN(2); din (1)+(2) = MNPQ paralelogram.
AQCN dreptunghi = ON = AC (3)
AMCP dreptunghi < PM = AC (4)
din relatiile (3),(4) = ON = PM = MNPQ dreptunghi.
b) AQCN dreptunghi = ON N AC = {0}, O mijlocul segmentelor [AC],[ON]
AMCP dreptunghi = PM N AC ={0,}; O, mijlocul segmentelor[ PM ],[ AC] =

=0=0,=0NNACNPM ={0}.

CLASA A VIII-A

SUBIECTUL 1

.. a b
a) Daca a,b>0Qaratatica —+—2=2.
a

2-a’ +2—b2 +2—c2

a b c

b) Daca a,b,c >0si a+b+c=2 demonstrati ca >7.

Gazeta Matematicd
Solutie:

2 2 2
2-a 2 b $2=¢ 27<:>g+g+z—(a+b+c)27<:>2(l+l+lj293inegalitatecare

b
)a b c a b ¢ a b c

= (l+%+lj(a +b+ c) > 9 care se demonstreaza usor folosind %+é >2 pentru a,b> 0.
a c a

SUBIECTUL 2

Sa se determine numerele reale a,b cu a <b care verifica relatiile: [a,b] " Z = {1} si

|b—a—2|=a2+b2—4b+%

Daniela Cerchez, Braila



Solutie:

Din prima relatie avem ¢i b —a < 2adici b—a —2 <0.Inlocuim in a doua relatie si obtinem

lb—a-2|=—(b-a-2)=a-b+2=a-b+2=a’+b’-4b+4,5=a’ +b’—a—3b+2,5=0

2 2
Adica a—l + b—é =O<:>a=l sibzg.
2 2 2 2
SUBIECTUL 3
Fie ABCDEF o prisma triunghiulard regulata si punctele 4,,B,si C, astfel incat
A €(AD),B, €(BE),C e(CF) si A4, = %BBI = %CCI.Dacé(ABC)m(AIBICI) =d,
demonstrati cd d L BC.
Daniela Cerchez, Nicolae Friancu, Brdila
Solutie:
Notez {M} =ACN AICI,{N} =ABNAB, {P} =BC N B,C, siavem cu T.F,A avem
MC _CC, _2 NA_A4 2 PA_CC _2
MA A4, 3'NB BB, 3’ PB BB, 3

atunci M, N, P coliniare si d = MN. Prin urmare dacad latura AB=a,avem CM =2a si

AN =3a. Deci triunghiul AMN este isoscel AN = AM =3acu <M =<N =30°,
Deci triunghiul NBP are <B =60, <N =30’ = <P =90" = d = MN 1 BC.
SUBIECTUL 4

In prisma patrulatera regulati ABCDA'B'C'D' latura bazei are lungimea a .

a) Daca A'B 1 AC', calculati inaltimea prismei ABCDA'B'C'D’
b) Consideram E si F' mijloacele muchiilor [BB'] respectiv [DD'],
CFnDC= {P} ,C'ENBC = {Q} . Aratati ca punctele P, 4 si O sunt coliniare.
Daniela Cerchez, Nicolae Frincu, Braila

Solutie:
a) CD'|| A'B. Ducem C'M || D'C,C'M || D'C=CM =D'C'=a= AC' L C'M.,

In aADM = AM? = a* +4a® =54%, iarin aC'CM = C'M* =a* +h*,unde CC' =h

In aACC'= AC™* =2a* +h> = AM* = AC” +C'M* = 5a* =3a* +2h* = 24> =2’ = a=h
= ABCDA'B'C'D’ este cub.

b) EB este linie mijlocie = CQ = 2a, FD este linie mijlocie = PC =2a =aCPQ este isoscel.

CA bisectoare = CA = a2, PO =2a~/2,CA = PTQ.



OLIMPIADA DE MATEMATICA 2022-2023
ETAPA LOCALA
CLASA A IX-A

prezentare de Nicolae Frincu

1. Aratati ca /a + b £a+b+1,pentruorice a,be[0,+0),a <b.
b+1 a+1 a+l

Daniela Iconaru, Braila

Solutie:
a b a b
- b bel ! axl _bri asl a _ b
14+ 1<ot pa+t =0+l _atli1(1). Dacia<b= <—— (2).
b+1 a+1 2 2 2 b+1 a+1
a b
Din relatiile (1) si (2) rezulta 2+L_a+l < b _atb+l

a+l1 a+l1
2. Demonstrati ca pentru orice numar natural nenul » are loc inegalitatea:

n!

(1+12)-(2+22)- .......... -(n+n2)_

Irina Dinescu, Briila

Solutie:
n! 1
Notam cu P(n): <—
(n) (1+12)-(2+22)- .......... (n+n2) 2"
Verificim P(1)= —— < (A)
erificdm = <—
1412 2

Presupunem P(n) (A) si demonstram ca si P(n+1) este (A).

(n+1)! SL n+l1
(1+12)-(2+22)- .......... (n+n2)-[n+l+(n+l)1 2" pal+(n+1)

nl 1 (n+1)! |

_ 1
n+1+(n+1)2 The2 2 (1+12)'(2+22)o...'(n+n2)'[n+l+(n+l)2} s -

P(n) (A) pentru orice numir ne N*.



3. Rezolvati ecuatia [34\/7 -x] : {34\/7 -x} =2023-x* 1, unde [a]si {a} reprezintd partea

intreagd, respectiv partea fractionard a numarului real «a .

Daniela Iconaru, Braila
Solutie:

) 2
Notim 3447 -x = a = 2023-x° = aT . Relatia devine [a]-{a} :%—1 = ([a]—{a})2 =4=

[a]—{a}=2:>{a}=[a]—2€Z:>{a}=0:>a=[a]=2:>x=—

[a]—{a}=—2:>{a}:[a]+2€Z:>{a}=0:>a=[a]=—2:>x=——

4. Fie ABCDE un pentagon inscris intr-un cerc si H,, H,, H5, H, ortocentrelentriunghiurilor
ABC, BCD,CDE respectiv ACE . Aratati cd patrulaterul H,H,HH, este paralelogram.

Irina Dinescu, Brdila
Solutie: Folosind relatia lui Sylvester pentru punctul O centrul cercului circumscris si

H,,H,,Hy,H, ortocentrele triunghiurilor ~ABC,BCD,CDE  respectiv. ACE  gasim:

H,H, = OH, —OH| = 0D —0A = AD , Analog H,H; = AD = H,H,H;H este paralelogram.
CLASA A X-A

1. Determinati numerele naturale & si n care verifica relatiile:

3 +log,(k+1)=5n
3" +log,(n+1) =5k

Roxandra Murea, Brdila
Solutie: Scadem egalitdtile si obtinem 3" +log,(k+1)+5k =3" +log,(n+1)+5n (1)
Fie f:(-L,o) > R, f(x) =3" +log,(x+1)+5x . Cum functia este strict crescitoare, rezulta ca este
injectiva, decidin f(k)= f(n)=k=n.
Din ipotezd obtinem 3" +log,(n+1)=5n.
Observam ca n=0,n =1 nu verifica ecuatia si cd n=2 e solutie
Pentru n>3= 3" >5n, ceea ce se demonstreaza prin inductie matematica, deci nu exista alte

solutii. Solutia sistemului este (n,k) = (2,2).



2. Considerdm un numdr real pozitiv fixat a . Aritati ci toate numerele complexe z € C*, cu

2
<—.
a

z da

proprietatea Rez > a, verifica inegalitatea

Costel Cerchez, Brdaila

Solutie: Avem: az2z) 2 P=-q| SEPN |2z —a| < 22| ridicdm la parat.
a alz| a

z a

2
<—&
a

za
|22—a|2 < 4|Z|2 & (2z—a)2z—a)< 4.7z (22—61)(2;—61) <4z zeo 4z z-2az-2az+a’ <
<4z.z adici @’ <2a(z+2). Atuncia® <4a<4Rez,cum a>0avem a<4Rez adevirat pentru

cd a<4a<4Rez. Asadar inegalitatea din concluzie este adevarata.

3.Fie neN" si a, = \/ 2+\/2+...+\/§ , n radicali. S& se determine un numar natural a« pentru

n — an+1

1
< —

+a,, a 2-a,

n

care ,oricarear fi n> 2.

Marian Ciorascu, Briila

Solutie: Se demonstreaza prin inductie matematica J2< a,<a,, <2 oricarearfi n>2.

a,=\2+a,, si(a,-2) >0 a>~4a,+4>02+a, ,—4a, +4>0=6+a, , > 4a,

. . .. . .
Din 6+a, >4a, =>—"—<=si din (a,,-2) >0=>8-4a,,>4-d>, iar din a,, <2
6+a,, 4
:>—2_a’;” L2 ey a1 2-an oy,
4—a, 4 2—a, 4 6+a,, 4 2-a,

4. Sa se determine valorile parametrului real a >0, a#1 pentru care suma solutiilor ecuatiei

4
log, x-log , x+log , x-log , x+...+log , x-log sz—nl este 9,(1), unde n>3 este numar
a a a a a n+

natural.
Marian Ciorascu, Briila

Solutie: Din conditiile de existenta x > 0.

Pentru x =1 =log ., 1=0, oricare ar fi a (0,00)\{1} = x =1 nu este solutie a ecuatiei date

Pentru x e (0,00)\{1}

log2 x log’ x log? x 4n 2 1 1 1 4n
4—Sa® 4 4 = =log, x| —+—+... =
1.2 2-3 n-(n+l) n+l 1.2 2.3 n(n+1) n+1
) n 4n ) ) 1 .
log} x-——=——=log x=4=x, =a’,x, =— €(0,00)\{1}, oricare ar fi a €(0,0)\{1}.

n+l n+l a



1}2 100 110
:—ja —_ —
a a a 3 a

) ) 1
X +x =9,(1)3a2+L=g3 a+— +—=+— din care convine doar g +—=—
b 29 3

=3a*-10a+3=0 :ae{%ﬁ} .

CLASA A XI-A
. . s (14
1. Rezolvati in multimea M, (R)ecuatia X~ = 4 17)

Gazeta Matematica nr.12/2017

Solutie: det(X’) =17 —-16=1=(det X)’ = det X =1. Aplicim teorema lui Cayley-Hamilton

X’ =(TrX)X —(det X)I, = X° =(TrX) X’ = X = Tr(X®) = (Tr X (TrX*) - Tr(X),
18=(TrX)-(TrX)’ =2det X)—-TrX, TrX =t, £ =3t—-18=0,£ 3> +3¢> =9t + 6t —18 =0,

£ (t=3)+3t(t=3)+6(t—3)=0,(t-3)(t* +3t+6)=0. Dacd £ +3t+6=0=>A=9-24=-15<0,

ecuatia nu are solutii reale,fals. Daca t—3=0=1¢=3,

X?P=3X-1,= X’ =3X>-X =9X -31,- X =8X —3I, :X:é(X3+312):

= =
v |~

n 2
2. Calculati lim ZW
i 20(kT+4)

George-Florin Serban,Brdila

Solutie: k* +4=(k* +2)’ —(2k)’ = (k% + 2k + 2)(k* =2k +2) =[(k+1)* +1]-[(k —1)* +1],

3k +10k+6  4(k> +2k+2)—(k* -2k +2) _ 1 ~ 1
2°(k*+4)  2M(KP 42k +2)(KP =2k +2)  2[(k-1)?+1] 2F[(k+1)?+1]
Z":3k2+10k+6_ LS SR S SRS SRR SR
~ 2Rkt +4) 227 +1) 2@ +1) 2°(3T+1) 2'(5P+1) 2@ +1) 2°(61+1)
1 1 1 1 1 1
R 2 ) 2 o5 2 T An-l, 2 T 2 - 2
2" [(n=3)"+1]1 2" [(n=1)"+1] 2"°[(n=2)"+1] 2"'(*+1) 2" [(n=1+1] 2'[(n+1)*+1]
" 3k% +10k +6 1 1 1 1
Z k74 = 2 T T a2 Y 2 )
- 27 (k+4) 227+ 2737+ 2" (n 4D 2"[(n+1) +1]

"3k +10k+6 1 1 1
llm2#=—+—=—.
et 28(kT+4) 10 40 8
o . 9 * . a
3. Fiesirul(a,),,;cu @, >0 si a,,, =a,+—,(V)ne N . Calculati lim——.
>1 1 1 2a ( ) n—)w\/m

n

Supliment Gazeta Matematica nr. 9/2022



Solutie:
Demonstram prin inductie matematica propozitia P(n):a, >0,(V)ne N". P(1):a, >0,
adevarat.Presupunem ca P(k)adevarat si demonstram ca P(k +1)adevarat.

2
Pk+1):a,, =2%+9

>0, adevarat,deci P(n):a, >0, oricare ar fi ne N .
k

9 . . . . . . s
a,, —a,= 3. >0,(V)n e N rezulta ca sirul a, este strict crescator,deci strict monoton si are limita
a

n

e o . A : S 9 y
la infinit. Dacd lima, = a € R, trecand la limita in relatia de recurenta obtinem, a = a +— rezulta

n—w 2a

i =0, fals,deoarece 9 #0,rezulta lima, = .

a n—>0

. o . . a . D .
Aplicam criteriul lui Cesaro-Stolz, / =lim—== > 0, sirul de termeni pozitivi/n+9 este strict

e Nn+9

crescator si nemarginit superior.

2 2 2
= 9 9 81
P =lim-% —fim—%1 "% _jima  —a Ya.  +a)=lim—(2a +—)=1lim(9+——)=9,
n~>oon+9 ”Hwn+10—]’l—9 n~>oc( n+l n)( n+l n) o 2an( n 2an) n~>oo( 4 2)

n

I> =9 rezulti/ € {-3,3},dar/ > Orezultd / = lim b _3,

> \[n+9

4. Fie AeM,(C),cud" =1,. Aratati ca matricea 4" — 4> +1, este inversabila.

Carmen si Viorel Botea, Briila
Solutie: 4> =B=B" =1, = B* =B
I,=B%-B+1,=B(B*~1,)+B ~B+1,=B" (B ~1,)(B +1,)+(B* - B+1,) =
:32(33—1,,)(B+1n)(32—B+1n)+(BZ—B+1n):(BZ—B+1n)[(35—Bz)(3+1n)+1nJ=
=(B*=B+1,)(B*+B° =B =B +1,)= B>~ B+1, este inversabila rezult 4*— 4> +1, este

inversabila; inversa este matricea A% +4'° —4°— 4% + 1 .

. . 2 .2 . .
Observatie: Matricea 4 =1, (COST”Jr isin 7”) verifica A" =1 si A=1.

CLASA A XII-A

1. Pe multimea N xN"se defineste operatia (a,b) *(c,d) = (ac +5bd,ad +bc). Se considera

multimea S = {(u,v) eN* ><N*‘u2 —5% = 1}.



a) Calculati (9,4)*(9,4)*...%(9,4),n>1.

n ori

b) Aratati cd S are o infinitate de elemente.

Carmen gi Viorel Botea, Brdila

Solutie:
a) Notam (a,.b, ) =(9,4)%(9,4)%...x(9,4).n > 1= (9,4)*(a,.b,) = (9a, +20b,,95, +4a,) =

n ori

a, =9 +20b =b = “"“2_09"" b . =9b +4a = 22

> “n+l

_9an+l — 9 an+1 — 9an + 4an —
20 20

+a,=0=1-18/+1=0, A=320=

a,,—9a,, =9, —8la +80a, = a,,—18a

n+l n+l n+l

=1, = 1ging§ —9+45=a =cl(9+4\B)" +c2(9—4\B)" =
o =%[(9+4\6)"+(9—4\Eﬂ
2 bn=%[(9+4\/§)”—(9—4\/§)”}

b)(9.4) € S demonstrim ci dac (a.b).(c.d) € S =(a,b)*(c,d) € S;(ac+5bd) ~5(ad +bc) =(a’ —5b°)

9=a,=¢,(9+45)+c,(9-45),
- 161=a,=¢,(9+445) +c,(9-45)

=6 =

(¢ —5d*)=1=>(9,4)(9,4)...%(9,4) € S.(9,4) *(a,.b,) =(9a, +20b,,9, +4a,) =

a,,=9a,+20b, >a, =b, =9b +4a,>b =S are o infinitate de elemente distincte.

arcsin x
+
(- W1-x* 1-x

2. Fie functia f': (-1,1) > R, f(x)= . Dacd functia F este o primitivd a

2

functiei /', iar functia F, este o primitivd a functiei F si F(0) = F;(0) =0 , determinati functia F,.

George-Florin Serban, Braila

-X
VI—x?

3

WI1—x* —(x-arcinx)-

1-x

. X
r (arcsinx + ——
. | x-arcsinx N1=x2
Solutie: = I-x
V1-x?
2

(arcsinx)-[\ll—x2 +x]+x .
x arcsin x

X -arcinx , 1-x2 x
= = + = f(x), rezulta
[Jl—xzj = (rphe e

x-arcinerc’ F(0)=c=0, F(x)= X -arcinx

F(x)=—/——— .
NI 1-x°
J-x-arcsinx x:—I(\/l—xz) arcsin xdx = —/1—x? arcsinx+‘|‘\/1—x2 -%dx,

—d
NI 1-x




Ix arcsmx = —1-x arcsinx+_|-dx=—\/1—x2 arcsinx +x+¢, =F(x), F(0)=0=c,
Fl(x):—\/l—x arcsin x + x.

V4 .

. ¢ x-sinx
3. Calculati J.—_zdx.
) 3+sin” x

Carmen si Viorel Botea, Brdila

Solutie: y=n—-x=dy=-dx;x=0=>y=mx=n=y=0

f -sin f
j ydy:zj—smy dy -
0 8+sm y 0 8+sin” y

V4 0
x-sinx (7—y)-sin(7 - y
1= - d

*([8+s1n X j 8 +sin? ( 4

T T
[ 2=V SNV =21 = nj DY gy :1—%!9 Smy dy.

8+sm2y 8+s1n y cos? y

cosy=t=>sinydy=—dt;y=0=>t=Ly=nr=>t=-1.

7r_1 |t 3|
I = == =
ft 5

=—1(lnl—ln2jzzln2.
223 |t+3| 2 6

12

4. Fie (G,-) un grup necomutativ i Z(G)= {x € G|xy = yx, oricarearfiy e G }, centrul siu.
Daca a si b sunt doud elemente din G cu proprietatea cd ach = bca, pentru orice ce G\Z (G)

demonstrati cd ab=ba .

Gazeta Matematicd

Solutie: 1. Daca a'ble Z(G),pentru c=a'p! ,din ipotezad avem cd q (a‘lb‘l )b =b (a_lb_l )a,

adicd e=ba"'b'a.Deducem ci b'a ' =a"'p" = ab = ba.

2.Dacia b e2(G)= (a7'b7 )b =b(a7b )= a =ba”'b". Atunci

a= (ba_lb_1 )71 = (1’)_1 )71 (a_l )71 b~ =bab! ,deciab = (balf1 )b =ba.






PRINAR

1. Determinati pentru ce valoare a lui ¢ urmatoarea egalitate este adevarata:
[3+(a+47):9]x2=32

2. Ana are in penar 14 rechizite: creioane, stilouri si pixuri. Stiind ca numarul stilourilor este un
sfert din numarul creioanelor, iar numarul pixurilor este jumatate din numarul creioanelor,aflati
cate creioane, cate pixuri si cate stilouri are Ana.

3. Un jucator de sah are la dispozitie 5 zile de pregétire pentru o competitie. El se antreneaza
jucand cel putin o partida pe zi, dar nu mai mult de 14 partide in total. Aratati ca exista cel putin
2 zile 1n care joaca acelasi numar de partide.Justificati raspunsul.

4. Determinati pentru ce valoare a lui a urmatoarea egalitate este adevarata:
[(4+16%6):5+a]:13=10

5. Un biciclist parcurge un traseu. In prima zi parcurge jumatate din traseu, a doua zi un sfert din
traseu, iar in a treia zi restul de 7 km.Ce lungime are traseul?

6. La o tabara internationala de matematica participd 50 de copii din Romania si din straindtate.
Dintre acestia, 23 de copii sunt din strdindtate si 12 fete sunt din strdinatate. Stiind cd sunt 26 de
fete in total, aflati cati baieti sunt din Romania. Justificati raspunsul.

7. Determinati pentru ce valoare a lui a urmatoarea egalitate este adevarata:
[(a+720:8)x2+130|x3=990

8. Intr-o gradina avem 105 flori: lalele, narcise si zambile. Numarul narciselor este de 2 ori mai
mare numarul lalelelor, numarul narciselor este jumatate din numarul zambilelor. Aflati numarul
lalelelor, numarul narciselor si numarul zambilelor.

9. Intr-o cutie avem bomboane albe, rosii si verzi. Se stie ca 30 de bomboane nu sunt verzi, 20 de
bomboane nu sunt rosii si 18 bomboane nu sunt albe. Cate bomboane avem din fiecare culoare?
10. La Concursul “Masina Anului” 2016, Opel Corsa a acumulat intr-o zi un numardublu de
voturi fata de triplul numarului de voturi pe care 1-a obtinut Ford Fiesta. Daca Opel ar fi avut cu
1810 voturi mai putin si Ford cu 280 mai putin, atunci cele doud marci ar fi obtinut un numar
egal de voturi in acea zi. Cate voturi au obtinut cele doud marci de masini in ziua aceea?

11. Ioana are patru rochite de culori diferite: rosu, alb, albastru, verde, pe care vrea sa le poarte n

excursia de la Bucuresti. In prima zi va purta o rochie cu dantela. A doua zi, rochia rosie sau



rochia alba. In a treia zi, va purta o rochita din catifea, potrivitd pentru plimbarea in Cismigiu. In
Ziua a patra, nici rosie, nici alba. Rochitele alba si albastrd nu au danteld iar rochiile verde si
rosie nu sunt din catifea. De asemenea, loana nu va lua rochia alba in Cismigiu. In ce ordine a
imbracat fetita cele patru rochii, avand in vedere ca in fiecare zi a avut tinute diferite? Justificati
raspunsul.

12. Andrei a strans o suma de bani. Bunica i mai da de 4 ori mai mult decat are Andrei $i mama
ii mai da 200 de lei. Acum Andrei are 700 de lei. Aflati suma de bani pe care o avea Andrei la
inceput.

13. Fie 10 bile colorate cu cate o culoare. Aratati ca exista 4 bile colorate la fel sau 4 bile de
culori diferite.

14. Aflati x din egalitatea:
[420-2-45:(37-7x)]:(4-4-1)=25.

15. ntr-o cutie sunt 25 bile albe, 25 bile negre si 25 bile verzi. Care este numarul cel mai mic de
bile care trebuie scoase, fard a privi bilele, pentru a fi siguri cd am extras 13 bile de aceeasi
culoare?

16. Diferenta a doua numere naturale este cu 240 mai mica decat suma lor si de 4 ori mai mica
decat aceeasi suma. Aflati numerele.

17. Suma a trei numere este 100. Sa se afle numerele stiind ca primul numar este de 3 ori mai
mic decat al doilea si al treilea impreuna, iar diferenta dintre al treilea si al doilea este jumatate
din al doilea.

18. Intr-o scoala sunt 25 de clase. In fiecare clasa sunt cel putin 30 de elevi si cel mult 35 de
elevi. Aratati ca exista cel putin 5 clase cu acelagi numar de elevi.

19. Trei ciobani au 1997 oi. Al doilea are cu 8 oi mai mult decat primul, iar al treilea dublul

numarului de oi al primului cioban micsorat cu 15. Cate oi are fiecare?

CLASAaVa
1. Fie numarul natural n>10 astfel incat 137z +8 da restul 13 la impartirea cu 80, iar 8n+5 da
restul 5 la Tmpartirea cu 50. Determinati penultima cifrd a numarului ».

Daniela si Nicolae Stanica, Braila



2. Consideram 5 numere naturale consecutive. Daca suma a patru numere dintre ele este
2014",n € N,n > 2, atunci aratati ca produsul celor patru numere este divizibil cu 4.

Daniela si Nicolae Stinica, Brdila
3. Consideram numerele naturale prime x, y, z care verifica relatia: x + 2y + 4z = 28 si numarul
A(a b c)=a" b -c";a b ceN .
a) Stabiliti in cate cifre de zero se termina numarul 4(625, 7, 4).
b) Determinati cel mai mic numar natural a, astfel incat A(a, 7, 1) sa fie divizibil cu 2023.

Ciprian Dobranis, Braila

4. Aflati toate numerele de forma abcd care verifica relatia abc+7-dbc+5-cad =2021.

George-Florin Serban, Braila

5. Determinati cate numere de forma abcd satisfac simultan conditiile:

1) ab—ba este patrat perfect
2) ¢ +c¢=10-d
Tilinca Daniela, Brdila
6. Aflati numerele naturale nenule n cu proprietatile: impartind » la 17 obtinem catul egal cu
restul impartirii lui z la 19 si impartind # la 19 obtinem catul egal cu impartirii lui # la 17.

Carmen gi Viorel Botea, Braila

7. Reconstituiti egalitatea: MICII + BALCESTI =98.778.054 , unde literelor distincte le
corespund cifre distincte.
Valentin Florin Damian, Brdaila

8. Determinati numerele naturale x,y si z, stiind ca

2% '(1 +%)+ 2’ '(23‘”” +1)+222 +2.3=2020.

. . ) . 27
9. Determinati numerele naturale x si y care verifica egalitatea (x+48)(x+112) = i lex
x~+16x
Adelina Ion, Brdila

10. George si loana sunt frati. Calculati cati bunici au avut bunicii parintilor bunicilor parintilor
celor doi frati, stiind cd nu existd alte rude printre toate aceste persoane. Aceeasi problema daca
exact doi strabunici ai lui George sunt veri primari.

Valentin Florin Damian, Brail



CLASA aVla

1. Si se demonstreze ca (1*' +2°%" +32%' + ... +2024*"):11.
George-Florin Serban, Briila
2. Determinati numerele naturale x, y care verifica relatia: 49" +817 =4.7".9”.
Adela Dimov, Briila
3. In interiorul unghiului obtuz AOB se construiesc semidreptele [OM, [Ox, [Oy, astfel incat OM
1 OA, [Ox = bisectoarea unghiului AOM si [Oy bisectoarea unghiului X OB. Stiind ca masura

unghiului M OY este 12°30" , sa se determine masura unghiului AOB.
Ciprian Dobranis, Braila

4. Determinati cifrele a,b,c,d stiind ca are loc egalitatea :
abed :(2c1—l)+c—cl)8 —(2a—b+c—d)6 -1

Simona Slobodeanu, Brdila

5. In interiorul unghiului <4OC se ia punctul B, astfel incat «<40C =50°, <AOB =20°. Fie
(OM bisectoarea <BOC si (ON bisectoarea <A4'OC, unde (OA' este semidreapta opusa lui
(OA . Aflati masura unghiului <MON', unde (ON' este semidreapta opusa lui (ON .

Carmen si Viorel Botea, Brdila

6. Se dau unghiurile «x4A0B,<BOC,<COD,<tDOA unghiuri in jurul unui punct cu interioarele
disjuncte astfel incat «<4OB =a-(«XBOC);<DOC)=b-(«BOC);<DOA=c-(«xAOB )unde
a,b,c € Q verifica relatiile a-b = 0,3;6-¢ =0,(3);c-a =0,4.

a) Determinati masurile unghiurilor <«x4AOB,<«BOC,<«COD,<«DOA

b) Determinati masura unghiului dintre bisectoarea unghiului 4OD si semidreapta opusa
semidreptei [OB.

Daniela Tilincd, Braila
7. Sa se arate ca 2020" —25" —(—4)" +361" se divide cu 40, pentru orice numar natural ».

Adelina Ion, Brdila



8. Fie M multimea multiplilor lui 36 1n a céror scriere (in baza 10) nu apar alte cifre decat 4, 6
sau 9. Cate numere cel mult egale cu 100 000 contine M ?

Gabriel Popa, lasi

CLASA aVIla
1 1
1. Determinati numerele reale a si b, stiind ca max {az +b +Z;b2 +a+ Z} <0.

Ciprian Dobranis, Braila
2. in triunghiul ABC dreptunghic in 4, se duce iniltimea 4D, D€ BC. Din D, construim
DE 1 AC (E€ AC), DF 1L AB( FeAB), EH 1 BC si FG 1 BC. Fie G, simetricul lui G

fatd de AB si H, simetricul lui H fata de AC iar HH, N GG, = {M } .
Demonstrati ci: a) aMG,H, ~ aABC ;b) In ce caz aMG H,= aABC?
Adela Dimov, Briila

3. Determinati numerele naturale de forma abe astfel incat:

%+ alc N 9c¢
5-¢ 70-106 900-100a

=962,04

Daniela si Nicolae Stanica, Braila

4. Fie ABCD un patrulater convex M €(A4B),N € (BC),P (CD),Q € (AD) astfel incat

MA_NB _PD_04 _,

= = = =k>0.
MB NC PC QD

k(DC + CB)+ (AB + AD)

Daca ON + MP =
k+1

atunci ABCD este paralelogram.

Gheorghe Alexe si George-Florin Serban, Brdaila
5. Fie aABC ascutitunghic cu «4=60°, BB' L AC,CC' L AB,C'e AB,B' € AC.Demonstrati

ca B'C’:E,
2

Carmen si Viorel Botea, Brdila
6. Si se determine x,y,z e N care verifica egalitatea x> +23” =2465+10°.

Gabriel Daniilescu, Brdila



7. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia x* + y* +xy(x — y) = 2021. Calculati x+ y.

George Florin Serban, Braila

CLASA a VIII a

. . 1 X 1
1. Demonstrati inegalitatea, — < >0.

<X <
26 211694 26"

Simona Slobodeanu, Bridila
2. Aflati ne N cu proprietatea ca: [\/q + [\/5] + [\/ﬂ + ...[\/n2 + Zn} =671-1007-8057.

Carmen si Viorel Botea, Brdila
3. a) Aratati cd segmentele care unesc un varf al unui tetraedru cu centrul de greutate al fetei
opuse sunt concurente intr-un punct G numit centrul de greutate al tetraedrului.

b) Fie G un punct arbitrar situat in interiorul unui unghi triedru determinat de semidreptele

[OA,[OB,[OC . Sa se arate cd existd punctele M €[OA4,N e [OB,P e[OC astfel incat G si fie
centrul de greutate al tetraedrului [OMNP].

Gabriel Daniilescu, Brdaila

4. Fie [ABCDAB,C,D] un cub,T" mijlocul segmentului [CC,] iar M mijlocul segmentului [BC].
a) Aratafi ca dreptele AM si D,T sunt coplanare.
b) Aratati ca [ D,TMA] este un patrulater inscriptibil .
c¢) Calculati raportul dintre aria patrulaterului [ D,7MA] si aria triunghiului D,AC.
Daniela Tilinca si Adriana Mihdila, Brdila
5. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

(7-x)(2v/6 - 5) =x'\x" +49-14x,

Daniela Tilinca si Adriana Mihdila, Brdila

6. Consideram numerele reale pozitive a, b, ¢, care verifica urmatoarele conditii:

a*—7a>+1=0,b*-23b* +1=0,c* —14¢* +1=0. Demonstrati ci a+b+c+l+%+l:12.
a c

Carmen gi Viorel Botea, Brdila



7. Consideram expresia E(x,n)=x" —2",unde xe(0,%) si neZ.
a) Verificati cd 78+4 este divizibil cu 461.
b) Cati divizori intregi are numarul E(7,4)?

¢) Arétati ca, pentru orice k >3, numarul £ (\/5, 2k) are cel putin 28 de divizori.

Valentin Florin Damian, Brdaila
8. Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic. Notam cu M, N, P centrele fetelor ABCD,
BCC'B', respectiv ABB'A’ . De asemenea, notdm cu s aria triunghiului MNP si cu S aria totald a
paralelipipedului ABCDA'B'C'D'.  Daca ) = 16\/5 , demonstrati ca  paralelipipedul
s
ABCDA'B'C'D’ este cub.

Prof. Marius Damian, Brdila

CLASA alIXa
1. Determinati numerele reale x, y, daci: 3(x4 -3x*+y° —2x—-6y +14) < (x+)c2 +y —6)2 .

Adela Dimov, Brdila

2. Calculati masurile unghiurilor triunghiului A4ABC stiind ca verifica simultan conditiile:

. (th + thJz (tng +1g°C
) 2 2

5
j =(th-th)6. ii) AABCnu este obtuzunghic. iii)Dacd punctul

D €[BC] este mijlocul segmentului[BC], d (D, AB) = AT? siBD < AD.

George-Florin Serban, Briila
3. Rezolvati in Z ecuatia

1201x* +799x +15578 N 109x* + 71x +388 N 1729x> +1151x + 27046

5 5 > =2021.
x +x+20 X +x+6 x“+x+24

George-Florin Serban, Briila

nx+[\/;+\/x+1]
+ al =1,n e N, fixat.

[m + 4028} [\/4x N 2] +4028

Carmen si Viorel Botea, Brdila

4. Aflatix € N cu proprietatea ca:




S. Fie numerele q,,a,,...,a, € (0,00) , astfel incat a, +a, +...+ a,=1. Demonstrati inegalitatea:

2, 2 2, 2 2, 2 2, 2 q a4, a, V2
a,na” +a, ta\a,” +as +..+a.ja, T +a,” +anja,” +a, + +..+ 22—
a,+a, a,+a, a,+a, 2

Adela Dimov, Briila

x* +2023 x’

6. a) Sa se arate ca ecuatia — 7
X 14+2023x

=89 nu are solutii reale.

b) Determinati cel mai mic numar natural & cu proprietatea ca ecuatia

4 2
{X + 2023} _{ d } =k are cel putin o solutie reald.

x? 1+2023x"

Gabriel Daniilescu, Brdila

CLASAaXa

1. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia (n+1)(n° +1)(n’ +1) = (n2+§+ 1)°.

George-Florin Serban, Braila
2. Rezolvati ecuatia: x° —63=%x-1.
Adela Dimov, Brdila

3. Fie z,,z, doud numere complexe care au acelasi modul. Aratati ca 2024|z1 +zz| < 2|2023z1 +z,|.

Simona Slobodeanu, Bridila
4. Ardtati cd ecuatia (x— 4)l°g“5 =x—1+(2x- 5)10‘%4 ,x > 4, are solutie unica.

Carmen si Viorel Botea, Brdila

CLASA aXIa
1. Fie A€ M (Z), care verificd relagia —20204° +20214* —20221, —20234 = O,. Demonstrati ca

(det(4* +20231,)-2024):2023.

George-Florin Serban, Briila

X

n

2. Fie sirul de numere reale (x,),.,,X, =a€R,x ,Vn e N. Demonstrati cd(x,)

n+l = 2

n=0
x, —x, +1

este convergent. Calculati limx, .

n—0

Prof. Carmen gi Viorel Botea, Brdila



3.Fie n,ke N si 4,BeM,(C), 4 inversabila astfel incdt AB=B""4 si B-B*>-B*-..-B"=1,.

a) Sa se arate ca AB = BA.

b) Pentru n =2013,dati exemplu de o matrice B # I, ccare verifica proprietatile din

enunt pentru orice matrice A€M, (C).

Gabriel Daniilescu, Brdila

o n3ln(n+1)—(n+1)n21nn
4. Calculati lim
n—00 (n+1)nln(n—1)

Carmen gi Viorel Botea, Brdila

=e” +1,Vn e N.Calculati lima,si lim Indg,. .

n—0 a
n

5. Fie sirul (a,) _ definit astfel : a, =0,a

n+l

Prof. Carmen gi Viorel Botea, Braila

CLASA aXIl a

1. Arétati ca

B Jarctgx <\/7Z’(4—\/§)—2\/§1n2
!Hx_ 1243

Ciprian Dobranis, Braila

1 n—1

2.Fie I =
" -{(x+1)”

2

dx,n >1. Calculati:

1011
a) limnl/ ;b)lim —[———j.
n—m n—»w ; k 2k 3k

Nicolae Papacu, Slobozia

3. Fie f:R—>R o functie care admite primitive astfel incat f (0):1 sl existd o primitiva
F:R>R a lui f care verificd relatia f(x)=2023-F(x), VxeR. Calculati
J-sz)dx , xeR.
77 (x)+2023

Prof.Carmen si Viorel Botea, Briila



4. Fie(G,-)un grup abelian finit, G = {al,az,...,an}in care ecuatia ¢’ =e are solutie unici, e fiind
elementul neutru al grupului(G,-). Aratati cd 3b,b,,...b, €G cu bla, =e, bja, =e,..,bla, =e.
Calculati (a,a,...q, )4 .

Carmen gi Viorel Botea, Brdila

5. Pe M =(0,o) se defineste o lege de compozitie astfel incat x-(l*yj:g-(x*Zy) si
x x

2

x +1 . . . . .
(x * y)(x *16 y) :( 2 J ,oricare ar fi x,y € M . Studiati asociativitatea, comutativitatea si
y

existenta elementului neutru si apoi sa se calculeze 7*50 .

Gabriel Daniilescu, Brdila

6. Pe multimea M = (0;00) se defineste o lege de compozitie "+" astfel incat

1 9 b% . (x+1)2
x*—zy(X*y),X*_:g(X*y) si (xxy)(x*8ly)="—""
y X

y

,oricare ar fi x,y e M.

a) Studiati asociativitatea, comutativitatea si existenta elementului neutru pentru operatia "*".

*
b) Demonstrati ca nu exista x € N * astfel incat x*81eN .

Gabriel Daniilescu, Brdila



SIMULARE MATEMATICA EVALUARE NATIONALA
SUBIECTUL I

fncercuie;te litera corespunzdtoare raspunsului corect. (30 de puncte)

SP | 1. Rezultatul calculului 5° —64- (10 -20: 2) este egal cu :

a) 5b) 64¢) 25d) 10

Sp

2. Stiind ca %= %,b # 0, atunci rezultatul calculului ab—20 este egal cu:

2)20b)0¢) 1 d) 9

Sp . .3 3
3. Inversul numarului T este numarul:

a) 3b) —g ¢ 3d 33

SP | 4. Suma numerelor naturale din intervalul [—2, 2] este egala cu :

a) 2b) 2¢) 0d) 3

Sp 5. Patru elevi au calculat media aritmetica a numerelor a =12+ 3+/12 i b=6 (2 — \/§ )

.Rezultatele obtinute sunt prezentate in tabelul de mai jos.

Denis Violeta David Rebeca

24 36 6 12

Dintre cei patru elevi, cel care a calculat corect media aritmetica este:

a) Denis b) Violeta ¢) David d) Rebeca

5p | 6. Elevii unei clase au obtinut la un test notele prezentate in tabelul de mai jos:

Nota 4 5 6 7 8 9 10

Numar elevi 1 1 5 7 6 2 2

Razvan afirma ca ,,media notelor obtinute de elevii clasei este egala cu 7,30”. Afirmatia facuta este:

a) Adevarata b) Falsa

1 din 29




SUBIECTUL al II-lea

fncercuie;te litera corespunzditoare raspunsului corect. (30 de puncte)

Sp

1. In figura alaturata, 4, B,C sunt puncte coliniare, in aceasti ordine, astfel incat M si N sunt

mijloacele segmentelor AB respectiv BC, AM =2 cm si BC =6 cm. Lungimea segmentului
MN este egala cu:

a) Scmb) 2cme) 3cmd) 4cm A M B N C

Sp

2. In figura alaturata AOB, BOC si COA sunt unghiuri congruente in jurul punctului O, iar

semidreapta OD este bisectoarea unghiului BOC . Misura complementului unghiului BOD este
egald cu:

D
a) 45°b) 30°¢c) 60°d) 90° \/

Sp

3. In figura alaturata punctul O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, masura
unghiului AOC este de 130° si masura unghiului BOC este de 120°.

A

Masura unghiului 4 CB este egala cu:

a) 45°b) 60°¢) 65°d) 55°

B (¢

Sp

4. n figura alaturata este reprezentat dreptunghiul ABCD . Punctul O este mijlocul diagonalei
BD, iar punctul M se afla pe latura AB , astfel incat dreptele OM si BD sunt perpendiculare.

Dacd MD =4 cmsi BC = \/7 cm, atunci lungimea segmentului AB este egala cu:

a) 3cmb) 7 cme) 37 cmd) 2415 cm
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Sp

5. Punctele 4 si B sunt situate pe un cerc de centru O, astfel incéat lungimea segmentului AB
este de 16 cm si distanta de la centrul cercului la dreapta 4B este de 6 cm. Lungimea acestui cerc
este egald cu:

a) 507 cm

O

b) 207 cm

¢) 16rcm

d) 107rcm A\_/B

Sp

6. In figura aliturati este reprezentat un cilindru circular drept cu generatoarea A4’ =12 cm si
segmentele 4B si A'B'sunt diametre ale bazelor cilindrului. Sectiunea axiald 4BB'A’ are
perimetrul egal cu 36 cm. Aria laterala a acestui cilindru este egala cu: i

a) 727 cm”’ ]
b) 247 cm?
¢) 367 cm’
d) 487 cm’ L —
AAV~—___ B
SUBIECTUL al I1I-lea
Scrieti rezolvirile complete. (30 puncte)

Sp

Sp

1. Numerele naturale ab si bc, scrise in baza 10, sunt direct proportionale cu numerele 5 si
respectiv 3.

(2p) a) Este posibil ca b =7 ? Justifica raspunsul dat.

(3p) b) Determini toate numerele ab si be care indeplinesc conditia din enunt.

, unde xeR\{—l,l}.

2

1 1 2 x+1
— J’_ .
x+1 1-x x*—1

2. Se considera expresia £ (x) =(

+1
(2p) a) Arati cd E(x)= x—l, pentru orice x € R\ {-1,1} .
x —
(3p) b) Determina numerele intregi a pentru care valoarea expresiei £ (a) este numar Intreg .
3. Se considera functia f:R —> R, f(x) =2x—4.

(2p) a) Aratiaca f(1)— f(-1)=4.

(3p) b) In sistemul de axe ortogonale xOy se considerd punctul M (m,O) si punctele A si B
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de intersectie a reprezentirii grafice a functiei f cu axele Ox respectiv Oy . Afla valorile

numdrului m pentru care aria triunghiului 4ABM este egala cu 8.

4. In figura aldturata este reprezentat triunghiul ABC cu AB=AC=15cm, BC=24cm,
punctele E si F sunt situate pe segmentele AC si BC, astfel incdt AE =5 cm si BF =8cm.
Punctul D este situat pe dreapta BC astfel incat 4D L BC .

(2p) a) Arati ca aria triunghiului ABC este egali cu 108 cm°.

(3p) b) Stiind cd G este punctul de intersectie al dreptelor AD si EF' , demonstrati cd G
estecentrul de greutate al triunghiului ABC'.

A

5. In figura alaturata este reprezentat dreptunghiul ABCD cu AD =3cmsi AC=5cm. Pe

segmentele AB, BC si AC se considera punctele M , N , respectiv P, astfel incat MBNP
este patrat.

(2p) a) Arata ci perimetrul dreptunghiului ABCD este egal cu 14 cm.

(3p) b) Demonstreaza ca lungimea segmentului MB este mai mica decat \/5 cm.

D C

A M B
6. In figura alaturata este reprezentatd o prisma dreapti ABCA'B'C" cu baza triunghiul echilateral

ABC cu AA = AB=6cm, iar punctul G este centrul de greutate al bazei ABC.
A c

(2p) a) Aratd ca volumul prismei este egal cu 54\/5 cm’.
(3p) b) Calculeaza valoarea tangentei unghiului determinat

de planele (4BC) si (A'B'G).
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SIMULARE MATEMATICA EVALUARE NATIONALA

SUBIECTUL I

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

(30 de puncte)

Sp

1. Rezultatul calculului 5% —64- (10 -20: 2) este egal cu :

a) 5b) 64¢) 25d) 10

Sp

2. Stiind ca %: %,b # 0, atunci rezultatul calculului ab—20 este egal cu:

2)20b)0¢) 1 d) 9

Sp . .3 y
3. Inversul numarului T este numarul:
a) 3 b) —? 0 V3d) 33
5P | 4. Suma numerelor naturale din intervalul [—2, 2] este egald cu :

a)—2b) 2¢) 0d) 3

Sp

5. Patru elevi au calculat media aritmeticd a numerelor a =12 + 3\/5 sib=06 (2 - \/g )

.Rezultatele obtinute sunt prezentate in tabelul de mai jos.

Denis Violeta David Rebeca

24 36 6 12

Dintre cei patru elevi, cel care a calculat corect media aritmetica este:

a) Denis b) Violeta ¢) David d) Rebeca

Sp

6. Elevii unei clase au obtinut la un test notele prezentate in tabelul de mai jos:

Nota 4 5 6 7 8 9

10

Numar elevi 1 1 5 7 6 2

2

Razvan afirma ca ,,media notelor obtinute de elevii clasei este egala cu 7,30”. Afirmatia facuta este:

a) Adevarata b) Falsa
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SUBIECTUL al II-lea

fncercuie;te litera corespunzditoare raspunsului corect. (30 de puncte)

Sp

1. In figura aldturata, A4,B,C sunt puncte coliniare, in aceasta ordine, astfel incat M si N sunt
mijloacele segmentelor AB respectiv BC, AM =2 cm si BC =6 cm. Lungimea segmentului
MN este egali cu:

a) Scmb) 2cme) 3emd) 4em A M B N C

Sp

2. In figura alaturata AOB, BOC si COA sunt unghiuri congruente in jurul punctului O, iar

semidreapta OD este bisectoarea unghiului BOC . Misura complementului unghiului BOD este
egald cu:

D
a) 45°b) 30°¢c) 60°d) 90° \/

Sp

3. In figura alaturata punctul O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC, masura
unghiului AOC este de 130° si masura unghiului BOC este de 120°.

A

Masura unghiului 4 CB este egala cu:

a) 45°b) 60°¢) 65°d) 55°

B (¢

Sp

4. In figura alaturata este reprezentat dreptunghiul ABCD . Punctul O este mijlocul diagonalei
BD, iar punctul M se afla pe latura 4B , astfel incat dreptele OM si BD sunt perpendiculare.

Dacd MD =4 cmsi BC = \/7 cm, atunci lungimea segmentului 4B este egala cu:

a) 3cmb) 7 cmce) 37 cmd) 2415 cm
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5p | 5. Punctele 4 si B sunt situate pe un cerc de centru O, astfel incat lungimea segmentului AB  este
de 16 cm si distanta de la centrul cercului la dreapta A B este de 6 cm. Lungimea acestui cerc este
egala cu:

a) 507 cm

O

b) 207 cm

¢) 16rcm

d) 107rcm A\_/B

5p | 6. In figura aldturati este reprezentat un cilindru circular drept cu generatoarea 44’ =12 cm si
segmentele 4B si A'B'sunt diametre ale bazelor cilindrului. Sectiunea axiald 4BB'A" are
perimetrul egal cu 36 cm. Aria laterala a acestui cilindru este egala cu: i

a) 727 cm’ ]
b) 247 cm?
¢) 367 cm’
d) 487 cm’ L —
AAV~—___ B
SUBIECTUL al I1I-lea
Scrieti rezolvirile complete. (30 puncte)

Sp | 1. Numerele naturale ab si bc , scrise in baza 10, sunt direct proportionale cu numerele 5 si
respectiv 3.

(2p) a) Este posibil ca b =7 ? Justifica raspunsul dat.

(3p) b) Determini toate numerele ab si be care indeplinesc conditia din enunt.

1 1 2 x+1
j' , unde xeR\{—l,l}.

2. Se considera expresia £ (x) =( 11 +— 1) 2
x -x x-

Sp

1
(2p) a) Arata cd E(x)= x_+1, pentru orice x € R\ {—1,1} .
X—

(3p) b) Determina numerele intregi a pentru care valoarea expresiei £ (a) este numar intreg .
3. Se considera functia f:R—>R, f(x)=2x—4,

(2p) a) Arataca f(1)— f(-1)=4.

(3p) b) In sistemul de axe ortogonale xOy se considerd punctul M (m,O) si punctele A si B
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de intersectie a reprezentdrii grafice a functiei f cu axele Ox respectiv Oy . Afla valorile

numdrului m pentru care aria triunghiului ABM este egala cu 8.

4. in figura aldturata este reprezentat triunghiul ABC cu AB=AC=15cm, BC=24cm,
punctele E si F sunt situate pe segmentele AC si BC, astfel incit AE =5 cm si BF =8cm.

Punctul D este situat pe dreapta BC astfel incat AD 1 BC .
(2p) a) Arati ci aria triunghiului 4BC este egald cu 108 cm”.

(3p) b) Stiind cd G este punctul de intersectie al dreptelor AD si EF', demonstrati ci G

estecentrul de greutate al triunghiului ABC . N

5. In figura alaturata este reprezentat dreptunghiul ABCD cu AD =3cmsi AC=5cm. Pe

segmentele AB, BC si AC se considera punctele M, N , respectiv P, astfel incat MBNP
este patrat.

(2p) a) Arati ci perimetrul dreptunghiului ABCD este egal cu 14 cm.

(3p) b) Demonstreazi ci lungimea segmentului MB este mai mica decat V3 em.

D C

A M B
6. In figura alaturata este reprezentatd o prisma dreapti ABCA'B'C" cu baza triunghiul echilateral
ABC cu AA = AB=6cm, iar punctul Geste centrul de greutate al bazei ABC.

Al C'

(2p) a) Aratd ca volumul prismei este egal cu 54\/5 cm®.
(3p) b) Calculeaza valoarea tangentei unghiului determinat

de planele (4BC) si (4'B'G).
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BAREM

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. ) Sp
2. b) Sp
3. ¢) Sp
4. d) Sp
5. d) Sp
6. b) Sp

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1. a) Sp
2. b) 5p
3. d) Sp
4. b) Sp
5. b) S5p
6. a) Sp

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1. | a) 3ab=5bc= ab'5 ig
deci b nu poate fi 7.

b) 3ab=5bc=>ab'5=b=5 1p
6a=47+c Ip
Perechile sunt (95,57) si (85,51) 1p

2. 2x+2 x+1
VW EDTE G 2 e
= (xi(l);:xlzl) . x;rl = zii, pentru orice x € R\ {—1,1} . 1p
b) E(a)eZ, E(a)za—H=1+ Ip

a-1 a-1

Cum a-1eZ si . eZ:a—le{—l,l,—2,2} Ip
a=—1 care nu convine i a € {0, 2,3} 1p
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a) f(1)=-2, f(-1)=—6= Ip
Ip
= f()-f(-1)=-2-(-6)=4
b) A(2,0) si B(0,—4) sunt punctele de intersectie a reprezentdrii grafice a functiei f Ip
cu axele Ox respectiv Oy .
=0 g4 "
AM:|m—2|=4:>m:6 sau m=-2 1p
a) Triunghiul ABD este dreptunghic in D= AD* + BD* = AB> = AD =9 cm. Ip
B-h 24-9
AAABC=T=TZIOSCm2 1p
by EC_FC_ 2 pp\aB=FG|4B= Ip
EA FB 1
DG FD 1
AG BF 2
AD este mediana = G este centrul de greutate al AABC 1p
a) AADC este dreptunghic in D, deci DC> + AD* = AC* = DC =~/16 =4 Ip
—2AB+2BC=2-4+2-3=14cm Ip
ABCD
Py || BC =M AP pryyjap= PN _PC 1p
BC AC AB  AC
PM PN AP+ PC MB MB
b) i AT P P 1
BC AB  AC 34 P
:MH%=13MB=%<\/§©\/144<x/147 1p
I’\/3
a)V=A4,-h= \/—~h: 1p
4
\/—6 9v3-6=54/3 cm®. 1p
b) (ABC)N(A'B'G)=MN, MeAC,NeBC AB| A'B'= AB||(4'B'G), .
P
MNC(ABC):>MN||AB ,
CGmAB={P}:>CPJ_AB =CPLMN,
T3L
R mijlocul lui A'B'= RP 1 (ABC),PG L MN,MN < (A4BC)=>RG L MN Ip
PR 6
te<((ABC),(A'B'G))=tg<x(RGP)=——=—=2./3
((4BC).(45'G)) - tg(RGP) - 25 - v
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Simulare, Bacalaureat, 11 mai 2023
Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informatica

Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informatica
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul efectiv de lucru este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1+i
SP | 1. Determinati numerele reale @ si b, stiind ¢ a +ib este conjugatul numarului complex z = l—l
—1i
5p 2. Determinati numarul real pozitiv m pentru care dreapta x = 2 este axa de simetrie a graficului
functiei f:R >R, f(x) =2x’ —(m2 —1)x+3 .
5p | 3. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia JM+Tx=1+x.
5p 4. Calculati probabilitatea ca, alegand la intdmplare una dintre submultimile cu trei elemente ale
multimii 4 = {1, 2,3,4, 5} , elementele submultimii alese sa fie termeni consecutivi ai unei progresii
aritmetice.
sp |5 In reperul cartezian xOy se considera punctele A4 (l,l) si B (4, 1) . Determinati coordonatele
] —
punctului M stiind cd AM = EAB .
5p 6. Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC, stiind cd A4B=AC =5 si BC=6.
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1 x x°
1. Se considerd matricea A(x) =0 1 2x|,unde xeR.
0 0 1
S5p | a) Aratati ca A(x)~A(y) = A(x+y), oricare ar fi x,y e R.
2023
Sp b) Aritati ca (A(x)—A(y)) = O, pentru orice x,y € R .
5p | © Determinati inversa matricei 4 (x) ,unde x €R.
2. Se noteazi cu x,,X,,X;,X, radicinile polinomului f' = X*-3X*+2X +1.
5p a) Determinati restul impartirii polinomului f* la polinomul g = X —2.
5p | b) Ardtati ca polinomul f nu are radécini rationale.
5P| ¢) Ardtati cd x> + 0 +x] + X3 L I S S
X X, X3 X,
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SUBIECTUL al III-lea

(30 de puncte)

Sp

Sp

Sp

Sp
Sp

Sp

1. Se considerd functia f:R —> R, f(x) =2x_:-1 .
e

1-2x
a) Aritati cd f’(x)=———, pentru orice x €R.

X B

b) Determinati ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f .

¢) Aratati ca (2x + 1)\/2 <2e", pentru oricexe R .

n

2. Se considera sirul (1,) .1, = I;(l - xz) dx.

a) Calculati 7, .

b) Demonstrati ca sirul (] ; ) este convergent.

n=1

¢) Demonstrati ca (2n+1)1, =2nl,_,, pentru orice n>2.
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BAREM

SUBIECTUL I (30 puncte)
z=1 2p
1. zZ =1 1p
|
m =-3 nu convine, m =3 convine 2p
1+7x=1+3x+3x> +x° 1p
x(x*+3x-4)=0
x=0,x,=Lx;=—4 3p
_ nr.cazuri  favorabile 1p
nr.cazuri  posibile
Submultimile cu 3 termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice sunt: {l, 2, 3} , 2p
4. {2,3,4} , {3, 4,5} si {1,3,5} = 4 cazuri favorabile
2
Numirul submultimilor cu 3 elemente este C; =10 => p = 3 2p
E:3f§i A—]\Z=(xM—l);+(yM—l)} .
P
5. | — 1— X, =2
AM =L B =
3 yy =1 3p
Spc =12 2p
abc
= 2p
6. 45
R= 2 1p
8
SUBIECTUL al II-lea (30 puncte)
1 x X\ (1 y 2p
A(x) A(y)z 0 1 2x|-|0 1 2y|=
0 0 1 0 0 1
1.
2
a) 1 x+y (x+y) 3p
=|0 1 2(x+y) =A(x+y)
0 0 1
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2

0 x—y x' -y 00 2(x—y)2 3
2 p
A(x)=A(y)=|0 0  2(x-y)|=(4(x)-4(y)) =0 0 0
0 0 0 0 0 0
b)
3 2023
(4(x)=4()) =0 = (4(x)=A(»)) =0, »
Matricea A este inversabild 1p
1 —x X
-1
(4(x)) =|0 1 -2x 3p
0 0 1
c) 1 —x X
A(—x) =10 1 -2x
0 O 1
Deci (A(x))fl: A(-x),unde xeR 1p
) f(2)=16-12+4+1=9= 3p
ai Restul impartirii polinomului f la X —2este f (2) =9 2p
Presupunem ca polinomul f are radacini rationale, f are coeficienti intregi, 2p
radacinile rationale pot fi 1 sau -1.
b) f(1)=1-3+2+1=1#0si f(-1)=1-3—-2+1=-30deci presupuncrea 3
este falsd, atunci f nu are radacini rationale.
x, este raddcind a lui f = x —3x7 +2x, +1=0[: x, # 0= x] —3x, r2+1 0.
X&
Analog 3p
x; —3x, +2+i=0,x33 -3x, +2+L= 0,x; —3x, +2+L= 0.
c) X, X3 Xy
Adunam relatiile si obtinem 2p
(xl3 +X+ X, +xj’)+ .t =3(x +x,+x,+x,)-8=3-0-8=-8.
XX, X X,
SUBIECTUL al I11-lea (30 puncte)
2x+1) " —e" (2x +1
fr(x) — ( ) o ( ) — 2p
1. ¢
a) (2-2x-1)e" 1-2x
= = , xeR
er &~ 3p
3
lim f(x)= tim 2 gim 2 0= P
b) X—>+00 x—>+0 ¥ x—>+00 g%
= y =0 este asimptota orizontala spre +oo . Zp
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. 1 .
f'(x)=0=>x==, f’(x)>0 pentru orice xe (_OO’EJ = f este strict crescatoare

pe (—oo,E , f ’( x) <0 pentru orice x € (%,ooj = f este strict descrescatoare pe 3p
1 1
-0 | = = Pk
c) (2 j /() f(zj
f(%j:%:i:f(x)gi: 2x:1 gi:(2x+1)\/g£2ex,pentruorice
2 e e e
numdr real x. 2p
1 1 1 2% X° 1
_ _ 2 ag | L_2X X |
) Iz—joldx 2'[0x dx+j0x dx (x 3 + 5] 3p
0
a) 2p
15
1 n
I -1, = IO x’ (1 - xz) dx > 0 pentru orice n, deci sirul este descrescator 3p
b) I, >0, deci sirul este marginit inferior Ip
. 1p
Finalizare
2\ 1 ! 2\
Inzx(l—x ) ‘O—n'[ox(l—x ) (—2x)dx = 2p
1 n-1
c - 42\ _ 42 -
) = ZnJ.O[(l X ) 1}(1 X ) dx = 1p
=-2nl +2nlfl:>(2n+1)1 =2nl, ,,Vn=2 )
n n n n p
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Simulare, Bacalaureat, 11 mai 2023
Proba E. ¢)
Matematica M_pedagogic

Filiera vocationald, profilul pedagogic, specializarea invatitor-educatoare

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

Sp 1. Determinati ratia progresiei aritmetice (a, )"21 ,stiindcd a, +a, +a,+a, =14 si aq, =2.
. Aratati ca —f(=1)= entru orice numar real m, unde f:R — R, X)=2x+m.

5p 2A“,'“f(1)f(1)4p i a 1 de f:R—>R, f(x)=2
5p 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 770 =7

4. Pretul unui obiect este 1000 de lei. Determinati pretul obiectului dupa ce se ieftineste de doua
Sp ori, succesiv, cu cate 10% .
5p 5. In reperul cartezian xOy se considera punctele A(4, 0), B (8,3) si C (0,3) . Calculati aria

triunghiului ABC .
5p 6. Se considerd rombul ABCD cu AB=5 si BD=6. Calculati sin(<«4DB).

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x* y=x+y+5.
Sp 1. Aratati cd (—1)*1=5.
5p 2. Aritati ca legea de compozitie ,, *” este asociativa.
Sp 3. Aratati cd e =5 este elementul neutru al legii de compozitie ,, * .
5p 4. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x° *x="7 .
5p 5. Demonstrati ca (x2 —-y- 5) * (x -y ) = (x —y)(x +y+ 1), pentru orice numere reale x si y.
5p 6. Determinati numerele naturale m si n pentrucare m*n=6.

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

. . 1 2) . 10
Se considerd matricele 4= sil,= .
2 2 0 1
Sp 1. Aratati ca det4=-2.
-1 1
5p 2. Demonstrati cd inversa matricei 4 este matricea : 1
2
oo 2 0
5 3. Arataticd 4-4A-34= .
P 0 2
Sp 4. Determinati numerele reale x pentru care det(A —-xI 2) =2.
Sp S. Determinati numarul real a, stiindcd 4-4-A=a4+61,.
2 1

S5p 6. Determinati numerele reale p si g pentrucare 4- X =X - 4, unde X :( ]

P 9
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BAREM

SUBIECTUL I (30 puncte)
al+(a1+r)+(al+2r)+(al+3r):14©4a1+6r:14 3p
L. 2p
r=1
f()=2+m 2p
3
2. | f(-1)==2+m= f(1)- f(~1)=2+m—(-2+m) =4, pentru orice numdr real m P
3, | ¥ H3=drex’-4x+3=0 3p
" | x=1sau x=3. 2p
Dupa prima ieftinire cu 10%, pretul obiectului este 1000 —10% -1000 =900 de lei 3p
4. | Dupa a doua ieftinire cu 10%, pretul obiectului este 900 —10% -900 =810 de lei 2p
4 0 1 3p
Ay e =%|A|, unde A=8 3 1|=24
5. 0 31
1
Aype = 24=12 2p
m(<«A40D)=90", unde {0}=4CNBD si DO=3= 40=4 3p
6.
sm(<7:ADB)=£=i 2p
AD 5
SUBIECTUL al Il-lea (30 puncte)
1| (-1)*1=(-1)+1+5= 3p
=0+5=5 2p
(xxy)rz=(x+y+5)*z=(x+y+5)+z+5=x+y+z+10 2p
2. | xx(yxz)=x*(y+z+5)=x+(y+z+5)+5=x+y+z+10=(x*y)*z 3p

pentru orice numere reale x,ysi z, deci legea de compozitie ,, *” este asociativa

x*(—5)zx+(—5)+5=x 2p

3. (—5)*x=(—5)+x+5=x=x*(—5), pentru orice numar real x, deci e=-5 este 3p
elementul neutru al legii de compozitie ,, * .

4. | X +x+5=T7Tox +x-2=0, 3p
x=-2 sau x=1 2p
(xz—y—S)*(x—yz)zxz—y—5+x—y2+5= 2p

5. =x2—y2+x—y:(x—y)(x+y)+(x—y)=(x—y)(x+y+1), pentru orice numere 3p
reale x,y

6 mixn=6m+n+dS=6m+n=1 2p

* | Cum m si n sunt numere naturale , obtinem m=0,n=1 sau m=1Ln=0 3p
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SUBIECTUL al III-lea

(30 puncte)

3p
2
det A= 2=l-2—2-2= 2p
=2-4=-2
1 2p
- I-(-)+2-1 1-1+2:|—=
b ( )+ " (2} 10
A- 1 = = :IZ
1 —-= 1 0 1
2) [2-(-1)+2-1 2-1+2- -3
-1 1 (-1)-1+1-2  (-1)-2+1-2 -1 1 3p
1|-4= 1 1 = =1,, deci matricea 1
1 — Ll+|—=1|-2 1:2+4|——= |2 0 1 1 —
2 2 2 2
este inversa matricei A4 .
oA 56 34— 3 6
6 8) "6 6 3p
56 3 6 2 0
A-A-34= - - 2p
6 8 6 6 0 2
1- 2 1- 2 3p
A-xl, = g = det(4—xI,)= * =x"-3x-2
2 —-Xx 2 2-x 2p
X -3x-2=2x"-3x-4=0<x=-1sau x =4
A'A=3A+212:)(A'A)'A:(3A+2[2)'A=3A'A+2A:3(3A+212)+2A=11A+6]2 3p
Cum matricea 4 este nenuld, 114+ 6/, =ad+6I, < a=11 2p
24+2p 142 4 6 2
A'X= p * q . = p
6 44+2p 2+2¢q p+2q 2p+2q
' 2+2p 142 4
Cum A 6 , obtinem p=1 §iq=§. 3p
4+42p 2+2¢q p+2q 2p+2q 2

18 din 29




Simulare, Bacalaureat, 11 mai 2023
Proba E. ¢)
Matematica M_st-nat

Filiera teoretica, profilul real, specializarea stiinte ale naturii

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul efectiv de lucru este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Calculati @, , stiind ¢ (a,) _ este progresie aritmetici cu @, =2023 si r=-1.
Sp | 2. Ardtati cd x, +x, +2x.x, =23, stiind cd x; si x, sunt solutiile ecuatiei ¥’ =3x+10=0.
5p | 3- Determinati coordonatele punctelor de intersectie a graficului functiei fRoRf (x) =2""-1
cu axele Ox si respectiv Oy .
4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd una dintre submultimile cu 2 elemente ale multimii
Sp {1, 2,3,..., 9} , aceasta sa fie formatd doar din numere prime.
- - -~ - - = Vg
5p | s. Calculati a-b, stiind ca ‘a‘ =2, b‘ =3 si unghiul vectorilor a si b are masura —.
3
U N | V4
5p | 6. Aratati ca 2\/§tgx +1=0, stiind cd smx =§ si xe 5,7? .
SUBIECTUL al IlI-lea (30 de puncte)
i ) x 1
1. Se considera matricea A(x) = ! ,unde x este numar real.
X
5p | a) Calculati det(A(Z)) .
o o 1 0
5p b) Determinati numdrul real x pentru care A(x)-A(—x) =/,,unde [, = 0o 1)
2
n (n-1)(n+3
5p ¢) Aratati ca det(A(l)+A(2)+...+A(n)) = ( 4)( ),pentru orice numar natural nenul
n.
2. Se consideri polinomul f = X’ +(m —3)X2 —17X+(2m +7) ,cumeR.
5p a) Determinati m € R pentru care polinomul f* este divizibil cu X —1.
b) Pentru m=4 ardtati cd x +x, +x, +x +x; +x; =—62, unde x,x,,x, sunt radacinile
Sp polinomului f.
Sp

¢) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 27° +9* —17-3" +15=0.
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SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

Sp

Sp
Sp

Sp

Sp

Sp

1. Se considerd functia f:R —> R, f(x)=\/x2+4x+5—x—2.

x+2

VXt +4x+5

a) Aratati ca f’(x)z -1, xeR.

b) Demonstrati ca axa Ox este asimptota orizontala spre +oo la graficul functiei f .

¢) Demonstrati ca imaginea functiei f* este intervalul (0,+oo).

1
2. Se considera functia f : (—1,+OO) - R,f(x) = x+—1.
X+
1
a) Calculati _[ f(x)—L X .
0 x+1
; 4
b) Aritati ca jxf(x)dx =2,
0
¢) Determinati numérul natural nenul #, stiind cd suprafata pland delimitata de graficul functiei f,

1
axa Ox si dreptele de ecuatii x =0si x =1 are aria egali cu E+ ln(n2 + n) .
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BAREM

SUBIECTUL I (30 de puncte)
Aypy =2023+2022- (—1) = 3p
L | =1 2
x,+x,=3,xx,=10 3p
2. | x+x,+2xx,=3+2-10=23 2p
G_,f\Ox:f(x)=0:>x=—1 2p
A(—I,O) 1p
¥ 1 G,noy:f(0)=1 1p
B(0,1) Ip
Sunt 4 numere prime in multime, deci sunt C; =6 cazuri favorabile 2p
Sunt C; =36 de cazuri posibile 1p
4. _ nrcazuri favorabile 6 1
nr.cazuri  posibile 36 6 Zp
. - - - o 3
a-b:‘cz‘-‘b‘-cos<l:(cz,lp):2-3-l P
5. 2 5
a-h=3 P
(5] serine{formommen 253 !
—| 4cos"x=l,xe| —, 7 |=>cosx=———
6 3 2 3
1
1gx =———=2\2tgx +1=0
N s 2p
SUBIECTUL al I1-lea (30 de puncte)
21 3p
1. | det(4(2))= =2-2-11=
1 2
a) 2p
=3
x 1) —x 1 —x>+1 0 3p
A X A —X)= =
a5 Y
b) ,
-x*+1 0 10 2p
5 = < x=0
0 -x"+1 0 1
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n(n+1)
1+2+..+n n 2 "
A1)+ A4(2)+...+ 4(n)= =
(1)+4(2) () ( n 1+2+...+n] n(n+1) 2p
n
2
o) n(n+1) . 2
) n(n+1) n(n+1) n (n—l)(n+3) _
= : —n-n= , pentru orice
n(n+1) 2 2 4
n 3p
2
numar natural nenul »
fix-1)e f(1)=0 2p
1
2; F(1)=1+m=3-17+2m+7=3m—12 P
a
3m-12=0=>m=4 2p
x, radicindalui f = x) +x7 —17x,+15=0= x, +x_ =17x,—15
b) |Analog x;+x; =17x,-15, x; +x; =17x, —15, Adunam relatiile si obtinem 3p
X)X X X X X =17-(x1 +x, +x3)—15-3=17‘(—1)—15-3:—62 2p
Cu notatia 3" =y>0:>y3+y2—17y+15=0:>(y—1)(y—3)(y+5)=0 2p
=-5<0
c) y_ B 1p
y=1=x=0 1p
y=3=ux=1 1p
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
2x+4 3p
f’ X :——1:
1. ) 24X +4x+5
2 2
A (x+2) o X*2 -1, xeR 2p
2\/x2+4x+5 \/x2+4x+5
2 2 _
lim /() = lim (Vo +4x+5 —x—2) = lim * MAR I S 2
x> o P Ax 45 4 x+2
b) | =lim ! =0, deci dreapta de ecuatie y =0 este asimptotd
o 2 L4y 154 x+2 3p
orizontald spre +oo la graficul functiei.
f'(x)=0:>x+2=\/x2 +4x+5 =X +4x+4=x>+4x+5, fals, deci 2p
f '(x) # 0, pentru orice numar real x
¢) | /' are proprietatea lui Darboux, deci f” are semn constant, f”(0)= %—1 <0,
obtinem ca f' <0, pentru orice numar real x, deci f este descrescatoare 3p
limf(x) =0, lim f(x) =+o0 si f este continud=>Im f =(O,+oo)

22 din 29




[ e S

5 x+1 0 x+1 !
ai :x_zlzl 2p
210 2
1 1 1 2
Jor o=+ o= 1 P
b |’ ’ ’
3
1
:(%+x—ln(x+1)j0=g—ln2 3p
1 1 1 e 11 3p
A=||f(x)dx= [x+—]dx=(—+ln(x+l)j‘ =—+1In2
0 '([| | '([ x+1 2 0o 2
l+ln2=%+ln(n2+n):n=—2 nu convine si n=1 2p
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Simulare, Bacalaureat, 11 mai 2023
Proba E. ¢)
Matematica M _tehnologic
Filiera tehnologica: profilul servicii, toate calificarile profesionale; profilul resurse, toate
calificarile profesionale; profilul tehnic, toate calificdrile profesionale
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.

e Timpul efectiv de lucru este de trei ore.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1. Calculati media aritmetica a numerelor a = 2(5 -5 ) sib= 25 .

2. Determinati numdarul real m pentru care varful parabolei asociate functiei f:R—>R,

Sp
2 . - 3

f(x) =—x"+3mx+1 are abscisa egald cu 5
5p 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3 +3*** =10.

4. Dupa o scumpire cu 25%, pretul unui obiect este 250 de lei. Calculati pretul obiectului inainte de
Sp scumpire.

5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(l,4) , B(—3,2) si C (5,2). Determinati
Sp

lungimea medianei din varful 4 al triunghiului ABC.

. T . 2 ) . 2

S5p 6. Daca x e 0’5 si cosx=—-, aratati cd sin” x —2sinxcosx+cos” x=0.

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

3 -2 1 0
1. Se considera matricele 4 = sil, = .
5 3 01
Sp a) Aratati ca det4=1.
ataticd A-A+1, =0,,und 00

5p b) Ardtati cd A-A+1,=0,,unde O, = 0 o)

¢) Demonstrati ca det(A —al, ) 21, pentru orice numar real a.
Sp

2. Se considerd polinomul f=X>-3X*+2X .

a) Calculati f (1) .
Sp
s b) Determinati catul si restul impartirii polinomului f la X —2.

P

sp | © Calculai x. +x; +x;, unde x,,Xx,,X, sunt raddcinile polinomului f .
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SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

Sp

Sp

Sp

Sp

Sp

1. Se considera functia f:(O,oo) >R, f(x) =xlnx.

a) Aratati ca f'(x) =1+Inx, oricare ar fi x E(O,oo).

- . . 1
b) Aratati ca functia f/ este crescédtoare pe [—,ooj.
e

¢) Demonstrati ca f (x)> —l, oricare ar fi x €(0,).
e

2. Se considera functia f: (0,00) >R, f(x) = x+l .
X

h 32
a) Aratati cd fo(x)dx =3
1

2
b) Aritati ca [ ( f(x) —lje"dx =

1 b
¢) Determinati numarul real a, a > 1, pentru care aria suprafetei plane delimitatd de graficul functiei

f,axa Ox sidreptele de ecuatii x=1 si x=a, esteegalicu 4+Ina.
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BAREM

SUBIECTUL I (30 de puncte)
Lo 10-2V5+245 _ 3p
a 2 Zp
2
21 b _3m 2
2a 2
2
3m_3 ’
2 2
m=1 Ip
3137 (1+3) =103 =1 3p
x=0 2p
4. 25 o . 2p
p +ﬁ- p =250, unde p este pretul obiectului Tnainte de scumpire
p =200 lei 3p
5. | x,, =1, y,, =2, unde punctul M este mijlocul laturii BC 2p
AM =2 3
sinx=1-cos’ x=— si, cum x €| 0,2 |, obtinem sin x = ~—
2 2 2
2
sin® x —2sin xcos x + cos” x = (sinx—cosx)2 = (%—%J = 2p
SUBIECTUL al II-lea
(30 de puncte)
1.a) 3 2 3p
detA=| |=3 (—3)—(—2) 5=
=-9+10=1
b) -1 0 3p
A-A=
0 -1
Ada] = -1+1 0 ) (0 0 _o
*“ 0 —1+1)7 L0 o) 2p
¢) 3-a 2 3-a 2 , 3p
A-al, = =det(A4—al,)= =9+a +10=
5 3-a 5 -3-a
=a’ +12>1, pentru orice numir real a 2p
2a) | f()=P-3-"+2-1= 2p
=1-3+2=0 3p
b) | Catul este X* - X 2p
Restul este 0 3p

26 din 29




Q) | x,+x,+x=3, xx,+X,x+xx =2 3p
2, 2, 22 2p
X T+x 4+x=3"-2.2=5
SUBIECTUL al I1I-lea
(30 de puncte)
La) | | 1 3p
f (x) =1-Inx+x-—, pentru orice x € (0,+00)
X
Finalizare 2p
b) | 1 2p
f (x) =0=>x=—
e
, . 1 . . 1 3
f (x) >0, pentru orice X €| —,400 |= f crescatoare pe intervalul | —, 400 p
e e
©) . , 1 , 1 3p
f (x) <0, pentru orice x €| 0,— | = f descrescitoare pe intervalul | 0,—
e e
. . . 1 1 ) 2p
Din tabelul de variatie obtinem f (x) > f'| — |=——, pentru orice x € (0, +OO)
e e
Z.a) 3 3 2 3
Ixf(x)dxzjx—dx *l x=j(x2+1)dx: 2p
1 1 X 1
37 3p
b) | 2 22 3p
Ixe dx=xex| —je dx =
1 1 1
=2¢ —e—e| =¢? 2p
1
c) a a 2 a 2 3p
1 X a —
Aria = X)dx=|| x+—ldx=| —+Inx || = +Ina
oo ] -
a’ -1 Zp

Din Aria=4+Ina= =4=43¢*=9=a=13, deoarece a>1=a=3
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MODEL SIMULARE BAC M1 - CERC PEDAGOGIC DECEMBRIE 2023
de Profesor Adela Dimov, Colegiul National “Nicolae Balcescu”Braila
EXAMENUL DE BACALAUREAT 2024
Proba E-c)
Simulare Proba scrisa la matematica — decembrie 2023

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
e Timpul efectiv de lucru este de 180 minute.
e La toate subiectele se cer rezolvarile complete.

SUBIECTUL I (30 puncte)

1. Sa se arate cd numarul log, B+ log, 2 este rational.

2. Se considerd f:R — R, f(x) =mx’ —2mx+m—1, meR". Determinati m € R" astfel
incat f (x) <OQoricare ar fi x e R.

3. Rezolvati in R ecuatia 2 +2""' +2"' =56,

4.Fie A= {1, 2,... 1000} . Determinati probabilitatea ca alegdnd un numar din multimea

{i/; |ne A} , acesta sd fie rational.

5. Fie a4BC si M € (BC) astfel incat MC = —%EE . S se demonstreze ci AM = %ZE —ia

6. Daca x e (0,%) si tgx =3, calculati sin2x.

SUBIECTUL II (30 puncte)
x+y+z=1 1 1 1

1. Fie sistemul < 2mx+my+z=1,cu me R simatricea 4={2m m 1
x+my+mz=1 1 m m

a) Calculati determinantul lui 4.
b) Sa se rezolve sistemul in cazul m =1.
¢) Sa se determine valorile intregi ale lui m # 1, pentru care sistemul are o solutie cu

componente intregi.

2. Pe multimea M =(—4,)se considerd legea de compozitie xo y =3xy +12x +12y +44.
a) Ardtati cd xoy=3(x+4)(y+4)-4.

b) Demonstrati ca legea "o"admite element neutru.

¢) Rezolvati in M ecuatia xoxox=5.
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SUBIECTUL 1II (30 puncte)
1. Se considerd functia /:(1,00) >R, f/(x)=In(Inx).

a) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei 1, in punctul de abscisd x =e.

b) Determinati asimptotele la graficul functiei 1.

¢) Ardtati ca f este concava pe (1,00).

x—1
. . 2 ’

2. Fie functia f:R >R, f(x)={(x+1)(x*+1)

(x—l)ex,x<1

x>1

a) Aratati ca functia admite primitive pe R.
b) Calculati o primitiva a sa.

¢) Determinati primitiva functiei f, al carei grafic contine punctul A(l,O).
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